Computersimulation des Qualitatstests

In diesem Kapitel erreichen wir ein erstes entscheidendes Ziel: Wir ermitteln
naherungsweise die Wahrscheinlichkeiten o. und 3 fur die Fehler 1. und 2. Art —

und zwar ohne eigentliche Rechnung!

Wie ist das moglich? Sie erinnern sich, dass die Wahrscheinlichkeit eines
zufélligen Ereignisses die idealisierte relative Haufigkeit ist, mit welcher dieses
vorkommt, wenn man das zugehdrige Zufallsexperiment sehr oft wiederholt.
Wenn wir beispielsweise zwei ideale Wiirfel sehr oft gleichzeitig werfen, so
werden wir durchschnittlich unter je 18 Wurfen einmal die Summe 3 erhalten.
Deshalb legen wir fest:

1

P(,Summe 3*) =18 ~ 0.0555 = 5.55%.

Mit dieser Idee kénnen wir ndherungsweise auch die Wahrscheinlichkeit fur
den Fehler 1. Art bestimmen. Wir betrachten eine Urne mit 100°‘000 Kugeln,
von denen exakt 4000 schwarz sind. Nun simulieren wir den Qualitatstest
hundertmal, indem wir hundertmal je 200 Kugeln aus der vollen Urne aus-
wéhlen. Jedesmal prifen wir nach, ob die Stichprobe mehr als 13 schwarze
enthalt, was ja einem Fehler 1. Art entsprechen wirde. Wenn dies in z. B. vier
der hundert Ziehungen vorkommt, hat der Fehler 1. Art die relative Haufigkeit
4% und wir wiirden a» 4% schéatzen.

Bitte erschrecken Sie nicht vor dieser Aufgabe! Selbstverstandlich werden wir
nicht 100 mal unter 100000 realen Kugeln 200 auswahlen und die schwarzen
zéhlen, sondern wir simulieren diesen Vorgang praktisch gleichwertig auf dem
Computer.

Der Stellenwert der Simulation

Denken Sie nicht, dass es sich bei dieser spielerischen Methode um ein un-
serioses oder unwissenschaftliches Verfahren handelt. Im Gegenteil: Immer
mehr Statistikanwender entschliessen sich, ihr statistisches Problem nicht mit
Hilfe einer abstrakten (Wahrscheinlichkeits-) Rechnung zu durchleuchten,
sondern mittels der viel anschaulicheren Simulation. Ermdglicht wird dies durch
die immensen Speicher- und Rechenkapazitaten der allgegenwartigen
Computer. Und man kann theoretisch zeigen (sog. Gesetz der grossen Zahl),
dass die simulierten Resultate verlasslich sind, ja, man kann sogar die Grosse
des Fehlers abschéatzen (zentraler Grenzwertsatz). Bei komplizierten
Problemen ist die Simulationsmethode manchmal sogar die einzige Moglichkeit,
ein Resultat zu erhalten.

Aufgabe 2.0.1

Eine Repetitionsaufgabe, die Sie wahrscheinlich friiher schon einmal geldst
haben: Mit welcher Wahrscheinlichkeit wirfelt man mit zwei idealen Wirfeln
die Summe 77
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Aufgabe 2.0.2
Wie gross schatzen Siebei unserem Knallkbrper—Qualitatstest o?

1%o 1% 2% 5%
L] L] L] L]

Simulation mit Ikosaedern

Wir wollen, wie gesagt, a durch Simulation ermitteln. Damit wir die Simulation

auf dem Computer besser verstehen, fihren wir zuvor eine Simulation ,von
Hand“ durch. Um die Ubersicht zu behalten, beschréanken wir uns dabei auf
10-er Stichproben.

Als erstes wollen wir erreichen, dass jede einzelne Kugel identifizierbar und
unterscheidbar von den anderen ist. Dazu denken wir uns die 100000 Kugeln
numeriert mit den Nummern

0,1, 2,...,99998, 99999.

Am Ubersichtlichsten wird es, wenn wir den 4000 schwarzen Kugeln gerade
die Nummern 0, 1, 2, ..., 3998, 3999 zuordnen.

Zufallig eine Kugel ziehen

Zuféallig eine Kugel wahlen ist nun
gleichbedeutend mit zuféllig eine der
obgenannten Nummern wirfeln. Am
einfachsten geht das mit dem lkosa-
eder, dem regularen Zwanzigflachner
(Fig. 2.1), aus welchem wir wie folgt
einen ,Zehnerwdrfel* konstruieren:
Wir malen auf ein erstes beliebig
gewahltes gleichseitiges Dreieck eine
0 und gleich anschliessend eine 0
auch auf das diametral gegen-
Uberliegende Dreieck. In analoger
Weise beschriften wir je Paare ge-
genuberliegender Seitenflachen mit
den Ziffern 1, 2, ..., 9 (man kann sol-
che Wirfel sogar fixfertig in Spielwa-
rengeschaften kaufen). Fig. 2.1: Das mit den Ziffern 0, 1, ..., 9 be-
schriftete Ikosaeder.
Bei jedem Wurf eines solchen idealen Ikosaeders erscheint mit gleicher
Wahrscheinlichkeit eine der zehn Ziffern auf der zuoberst liegenden
Seitenflache. Werfen wir den Ikosaeder fiinfmal nacheinander und notieren die
gewdurfelten Ziffern hintereinander, so erhalten wir gerade eine der ob-

genannten 100000 Zahlen, z. B. | 01033 .
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Die Kugel mit der Nummer 1033 wurde gewiirfelt; sie ist zufallig gerade
schwarz.

Zufallig eine Stichprobe ziehen
Diese umsténdliche Prozedur wurde 10-mal durchgefiihrt und so ergab sich
die folgende 10-er Stichprobe:

1033 - 45726 - 93952 - 14152 - 3070 - 64939 - 81283 - 92019 - 30218 - 90733
Bei jeder Nummer wurde Uberprift, ob sie nicht vorher schon einmal vorge-
kommen ist. Man hatte sie allenfalls einfach weggelassen.

Nur nebenbei: Die zehn gewdurfelten Zahlen sind mit der Wahrscheinlichkeit
0.99945 verschieden, d. h. die gleiche Nummer wird sehr selten mehr als
einmal gewirfelt.

Das 0-1-Protokoll

Unsere Stichprobe enthalt zwei schwarze Kugeln, namlich die Nummern 1033
und 3070. Da uns eigentlich jeweils nur interessiert, ob die gezogene Kugel
schwarz oder weiss ist, genuigt es, das sog. 0-1-Protokoll der Stichprobe zu
notieren:

1 o o o 1 0o o o0 o 0

Dabei haben wir schwarze Kugeln durch eine 1, weisse durch eine 0 ge-
kennzeichnet. Diese Darstellung hat den Vorteil, dass wir die Anzahl der
schwarzen Kugeln einfach als Summe aller 10 gewdirfelten 0-er und 1-er er-
halten.

25 Simulationen einer 10-er Stichprobe

In der folgenden Tabelle sind 25 simulierte 10-er Stichproben zusammenge-
stellt und in der letzten Spalte wurde je die Anzahl schwarzer Kugeln notiert.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Anzahl
schwarze
Simulation 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0] 0 1
Simulation 2 0 0 0 0 0 0 1 0 0 (0] 1
Simulation 3 0 0} 0 0 1 0 0} 0 0 0 1
Simulation 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0}
Simulation 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0}
Simulation 6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o
Simulation 7 0O O 0 0 0O O 0 0O O 0 0}
Simulation 8 0O O 0 0 0O O (0] 0O O (0] (0]
Simulation 9 0 0} 0 0 0 0 0} 1 0 0 1
Simulation 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0}
Simulation 11 0 0 1 (0] 0 0 0 0 0 0 1
Simulation 12 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
Simulation 13 0O O 0 0} 0O O (0] 0O O (0] 0]
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Simulation 14
Simulation 15
Simulation 16
Simulation 17
Simulation 18
Simulation 19
Simulation 20
Simulation 21
Simulation 22
Simulation 23
Simulation 24
Simulation 25

OO0OO0OO0OORrROOOOOO
O0oo0OO0OORrROOOOOO
OoOrOOOOOOOOO
O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOOOO
O0OO0OO0OO0OO0OO0OOOOOO
O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOOOO
ORPOO0OO0OOOOOOOO
ORPRFPOONOOONOLR

OO0 00000000 O0o0FR
OO0 0000000 r oo
OO0OO0OO0O0OO0ODO0ODO0OO0OFr OO

Absolute Haufigkeiten

Theoretisch kann eine 10-er Stichprobe 0 bis 10 schwarze Kugeln enthalten.
In den obigen 25 Simulationen sind aber nur die Werte 0, 1 und 2 vorge-
kommen und zwar mit den in der nachstehenden Tabelle zusammengestellten
absoluten Haufigkeiten:
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Anzahl schwarze Kugeln 0 10

Anzahl Stichproben 14| 9| 2| - - - - - - - -

Das Histogramm

Die nebenstehende Figur 2.2 zeigt
das Histogramm (S&ulendiagramm)
dieser Haufigkeitstabelle. Auf der
waagrechten Achse ist die mégliche
Anzahl der schwarzen Kugeln auf-
getragen und auf der senkrechten die
zugehorigen absoluten Haufig-keiten.
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Das Histogramm ist anschaulicher als Fig. 2.2: Histogramm der absoluten Haufigkei-
. g . . ten von Stichproben mit 0, 1, ..., 10 schwarzen

die Haufigkeitstabelle. Wir sehen z. geln.

B. auf einen Blick, dass in den

meisten Fallen keine oder genau eine

schwarze Kugel gezogen wurde.

Relative Haufigkeiten

Aus den absoluten kénnen wir die relativen Haufigkeiten berechnen. Das Er-
eignis ,Keine schwarze Kugel” hat z. B. die relative Haufigkeit:
absolute Haufigkeit _ 14
Anzahl Simulationen ~ 25

= 0.56 = 56%.

Analog ergeben sich die relativen Haufigkeiten der anderen Ereignisse.
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Aufgabe 2.1.1

Berechnen Sie die restlichen relativen Haufigkeiten und erganzen Sie die
nachfolgende Tabelle.

Anzahl defekte 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9| 10

Relative Haufigkeit (%) 56

Wahrscheinlichkeiten

Gute und zuverlassige Schatzwerte fur die Wahrscheinlichkeiten erhalten wir,
wenn wir das zugehorige Zufallsexperiment sehr oft wiederholen. Obwohl 25
in der Statistik eine eher kleine Zahl ist, wollen wir im vorliegenden Fall doch
annehmen, dass das Ereignis

.Keine schwarze Kugel in einer Stichprobe von 10 Kugeln"
ungefahr die Wahrscheinlichkeit 56% hat:
| P(.Keine schwarze Kugel*) » 56% |

Analoges gilt fur die Ereignisse ,Genau 1 schwarze", ,Genau 2 schwarze*
etc.

Aufgabe 2.1.2

Stellen Sie sich vor, dass sich Einkdufer und Lieferant den folgenden Testplan
vereinbart hatten:

Es werden zufallig 10 Knallkdrper ausgewdahlt und geziindet. Wenn diese
Stichprobe mehr als einen defekten Knallkérper enthalt, wird die Sendung
nicht akzeptiert.

@ Worin besteht der Fehler 1. Art bei diesem Test?
@ Wie oft wird der Fehler 1. Art in den obigen 25 Simulationen gemacht?

Wie gross ist etwa die Wahrscheinlichkeit o fir den Fehler 1. Art bei die-
sem einfachen Qualitatstest?

Die Fehler 1. und 2. Art simuliert

Sie haben im letzten Abschnitt erfahren, wie im Prinzip die Wahrscheinlichkeit
far die Fehler 1. Art Gber Simulation ermittelt werden kann. Bei einer
Computersimulation verwendet man anstelle des Ikosaeders den Zufallsge-
nerator eines Computers. Das ist ein Programm, das Zahlen erzeugt, die man
von "echten" Zufallszahlen praktisch nicht unterscheiden kann. In diesem
Abschnitt prasentieren wir Thnen nun in Form von EXCEL-Tabellen und
Histogrammen die Auswertung von hundert Computersimulationen einer 200-
er Stichprobe. Es ist Innen wohl klar, dass jede neue Serie von Simulationen
leicht verschiedene Resultate liefert.
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Haufigkeitstabelle fiir den Fehler 1. Art

Hier rechnet die Simulation mit genau 4000 schwarzen unter den 100000
Kugeln in der Urne. Die nachstehende Tabelle ist wie diejenige auf Seite 2.4
aufgebaut: In der 2. Zeile stehen die absoluten Haufigkeiten von Stichproben
mit s schwarzen Kugeln (s=0, 1, ..., 20; diese Werte stehen in der 1. Zeile).
Beispielsweise enthielten 18 der 100 simulierten Stichproben 8 schwarze
Kugeln.

SlI=—————"—"——— Tabelle3
A|/B|C|)D|E|F|G(H|I|J|KE|LIH(HN|O|/P|OD|R|S5[TJUL|Y
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Fig. 2.2: Haufigkeitstabelle flr die Anzahl schwarzer Kugeln in einer 200-er Stichprobe.

Aufgabe 2.2.1
Wie viele der 100 Stichproben enthielten mehr als 10 schwarze Kugeln?

Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art

Der Fehler 1. Art ergibt sich jedesmal, wenn eine Stichprobe mehr als 13
schwarze Kugeln enthalt. Im ganzen gibt es gemass Haufigkeitstabelle nur 3
Stichproben mit mehr als 13 schwarzen Kugeln, namlich zwei mit 14 und eine
mit 15. Der Fehler 1. Art hat bei dieser Simulation also die relative Haufigkeit
von 3%. Wir durfen diesen Wert als Schatzwert fur die Wahrscheinlichkeit des
Fehlers 1. Art betrachten:

a»3%

Was bedeutet o » 3% fiur die Praxis?

Fur den Qualitatstest bei den Knallkérpern bedeutet a » 3%: Ein Einkaufer,

der diesen oder einen &hnlichen Einkauf hdufig macht, wird in durchschnittlich 3
von 100 Eink&aufen die Knallkdrpersendung irrtimlicherweise ablehnen!

Der Fehler 1. Art im Histogramm

Im nebenstehenden Histogramm der |
Haufigkeitstabelle (Fig. 2.3) sind die | 1s
Stichproben, die zu einem Fehler 1. | 7]
Art fihren, durch punktierte Saulen | 10

unterschieden.

oON MO

Fig. 2.3: Histogramm der Haufigkeit schwar-
zer Kugeln in Hundert 200-er Stichproben.
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Damit haben wir auch schon das Ende dieses Kapitels erreicht. Wenn Sie die
folgende Lernkontrolle zufriedenstellend gel6st haben, sind Sie reif fur den
Kapiteltest. Zunéchst jedoch noch ein Hinweis:

Die Technik der Computersimulation

Wenn Sie erfahren méchten, wie eine Computersimulation funktioniert und wie
man sie programmiert, missen Sie im Anhang S "Simulationen" das Kap. |
studieren. lhre Lehrperson hat Sie orientiert, ob und wie weit Sie sich in diese
technische Seite des Problems einarbeiten sollen.
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