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1 GRUNDBEGRIFFE

1 Grundbegriffe

Stochastik nach Georgii: ”Stochastik ist die Lehre von den GesetzméafBigkeiten des Zufalls”.
Was ist Zufall? Nach Aristoteles: ”Wenn im Bereich der Geschehnisse, die im strengen
Sinne wegen etwas eintreten, und deren Ursache aufler ihnen liegt, etwas geschieht, das
mit dem Ergebnis nicht in eine Deswegen-Beziehung zu bringen ist, dann nennen wir das
zuféllig.”

1.0.1 Beispiel[Zufallsexperimente].
e Wiirfel, Miinzwurf, Ching-Chang-Chong — zufillige Augenzahl /... / ...

e Schlange an der Supermarktkasse — zufillige Lange der Schlange / Verteilung,
Wartezeit

e Zufallsprozesse, Radioaktivitat — zuféllige Anzahl der Klicks (im z.B. Geigerzahler)
pro Minute

Wie modelliert / formalisiert man das?

(i) Modellierungsannahme

e Das Zufallsexperiment kann beliebig oft wiederholt werden
e Das Wissen iiber zuriickliegende Ausgénge des Zufallsexperiments niitzt nichts
(Unabhéngigkeit)
(ii) Formalisierung
e Stichprobenraum (Menge aller moglichen Ereignisse), z.B. {1,...,6} beim Wiirfel
e "Hiufigkeit” bestimmter Ereignisse, z.B. P(Wurf = {1}) = £

e Wiederholbarkeit: Grenzwert n — oo
Zunéchst brauchen wir drei Grundbegriffe:

(i) Stichprobenraum (Raum der Elementarereignisse) €2, Elementarereignis w € Q (mogliches
Ergebnis). Bsp:
o 1x Wiirfeln: Q ={1,2,3,4,5,6}
e Nx Wiirfeln: Q = {1,2,3,4,5,6}"

(ii) Menge von Ereignissen E C ), bzw ”System” von Ereignissen £, so dass jedem
E € & 7sinnvoll” eine Wahrscheinlichkeit P(E) zugeordnet werden kann.
Beispiel[Wiirfeln]. Q = {1,2,3,4,5,6} = £ = 2% = P(Q).

e E={2,4,6} €22 P(E)=1
e E={1,3,5} €2 P(E)=1
(iii) Wahrscheinlichkeit bzw. Wahrscheinlichkeitsmafl P. P ist eine Abbildung, die jedem

FE € € eine Zahl zwischen 0 und 1 zuordnet.
(P:&—10,1], E— P(FE)). Beispiel siche Punkt 2.
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1.1 Systeme von Ereignissen

Frage: Welche Teilmengen von €2 sind zuléssig, um sinnvoll iiber Wahrscheinlichkeiten
sprechen zu kénnen?
Antwort: o-Algebra auf Q.

1.1.1 Definition[o-Algebra]. Es sei £ C 2. Dann heiBt £ o-Algebra, wenn
e (),Q in ihr enthalten sind
o [ €& = E°c & (Abgeschlossenheit bzgl. Komplement)

e B1,FEy,...cE= JE; €€
1>1

1.1.2 Beispiel. {{),Q} und 2% sind die kleinst- bzw. groBtmaoglichen o-Algebren.

1.2 Wahrscheinlichkeitsraume

1.2.1 Definition[Wahrscheinlichkeitsraum]. Ein Tripel (©2, &, P) wird Wahrscheinlichkeit-
sraum genannt, wenn
(i) € eine o-Algebra ist, d.h.
e )& Net
e Fe&l=FE€f&

e Fi,.EBy,... €= UEZE((:
i>1

(ii) P:& — [0,1] ist ein Wahrscheinlichkeits-Ma$, d.h.
a) P(Q2) =1 (Normierung)
b) P(Ey U Es3) = P(FEy) + P(Es3), wenn Ey N Ey = () (o-Additivitét)
(Axiome der Wahrscheinlichkeitstheorie nach Kolmogorov, 1933)

1.2.2 Bemerkung|[zur o-Algebra].

o Ist & C 2%, dann gibt es eine kleinste o-Algebra [£], die & enthilt, d.h. wenn
£ 29 eine o-Algebra mit & C &', dann ist [£o] C &'. [&] wird die von & erzeugte
o-Algebra genannt. Bsp:

0=1{1,2,3,4,5,6}, By = {1,3,5} = [Eo] = {0,{1,3,5},{2,4,6},Q}
Allgemeiner: [Ey] = {0, Ey, E§, Q}.

e Ein wichtiges Beispiel ist die Borel-o-Algebra auf R, die die Borelmengen enthélt,
und die von den offenen Intervallen auf R erzeugt wird. Praktisch alle Mengen, die
man hinschreiben kann, sind Borelmengen, sie sind Lebesgue-Mef3bar, deshalb sind
sie wichtig.

e Zwar hat es den Anschein, als enthielte die o-Algebra nicht mehr als Q, (), Kom-
plemente und abzdhlbare Vereinigungen, doch bei ndherer Betrachtung enthélt sie
mehr:

(i) endliche Vereinigungen EUF = FEUFUQUOU...
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(ii) endliche / abzéhlbare Durchschnitte: By NE;NE3N... = (EfUESUESU...)¢
(iii) Relativkomplemente: E,F € &,F C F = F\ E = FNE*°

1.2.3 Notiz[Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten]. Unmittelbare Folgerungen aus den
Kolmogorov-Axiomen:

(i) P(®) =0
(i) P(E)+ P(E°) =1
(iii) P(EUF) = P(E)+ P(F)— P(ENF)
(iv) Monotonie: E C F = P(E) < P(F), da P(F) = P(E) + P(F\ E) > P(E)
1.2.4 Beispiel.
o Wiirfeln: Q = {1,2,3,4,5,6},& = 2%, P als Gleichverteilung auf €.
o Miinzwurf: Q = {0,1}, P({0} = p, P({1} =1 — p)).

e O =10,1] C R, & = B(Q) Borel-o-Algebra, a,b € Q, P([a,b]) = b — a. Wahrschein-
lichkeit ist Lange des Intervalls, also Gleichverteilung.

1.2.5 Bemerkung. Ist § eine iiberabzihlbare Menge, dann ist 2 ”zu gro8”, d.h. es kann
i.A. kein Wahlscheinlichkeitsmaf} definiert werden, das die Kolmogorov-Axiome erfiillt.

1.2.6 Beobachtung. Praktisch alle elementaren Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten
folgen aus den Axiomen.

1.2.7 Lemma. Es sei £1 C E5 C ... eine aufsteigende Kette. Dann gilt

oo
P(|J Ea) = lim P(Ey)
n=1

Andersrum: E7; D Es D ..., so gilt

P(() Ea) = lim P(Ey)
n=1

1.2.8 Bemerkung[Mathematisches Zahlen]. Wir kennen bereits die Regel P(E U F') =
P(E)+ P(F)— P(ENF). Wie sieht das Ganze fiir n Mengen aus?

1.2.9 LemmalEinschluss-Ausschluss-Prinzip]. Es gilt

n
P(E{UE,U...UE,) =Y (- Y P(E,N...NE;)
k=1 1<ir<..<ip<n

1.2.10 Beispiel[Beispiel mit Ey, Ea, E3].

P(ElUEQUEg) = P(El)—I—P(EQ)+P(E3)—P(ElﬂEQ)—P(ElﬂEg)—P(EgﬂEg)—FP(ElﬂEQﬂEg)
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1.3 diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

1.3.1 Definition[diskreter Wahrscheinlichkeitsraum]. Ist © endlich oder abzéhlbar, so
wird (2, &, P) diskreter Wahrscheinlichkeitsraum genannt.

1.3.2 Bemerkung[Vorbemerkungen].

e Im diskreten Fall withlen wir £ = 2, d.h. jeder Teilmenge E € 2% ist ein zuldssiges
Ereignis.

e Nun P : 2% — [0,1], aber schon im endlichen Fall ist 2 recht grof (|29 = 2/
e Die gute Nachricht ist: Nur P({w}) miissen gegeben sein aufgrund der o-Additivitat.
1.3.3 Beispiel[Beispiele fiir diskrete Wahrscheinlichkeitsrédume].

(i) Gleichverteilung (Laplaceraum):

Q endlich mit Q| = n und alle w € Q sind gleich wahrscheinlich = P({w}) = 1.
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses E € 2%: P(E) = ‘|Q£|| = ‘—5'
Beispiele: Faire Miinze (n = 2), Wiirfel (n = 6), Lotto (n = 49)

(ii) Binomialverteilung (Bernoulliraum):

e Experiment mit 2 moglichen Ausgéngen {0, 1} (Misserfolg / Erfolg) mit P({1}) =
pund P({0}) =1—p.

e Wahrscheinlichkeit fiir k& Erfolge bei n Wiederholungen (Bernoulliprozess):
|
P,({k}) = B(k,n) = <Z>pk(1—p)"k mit <Z> = W (Binomialverteilung)

e Passende Menge von Elementarereignissen: Q = {0,1}", Q = {1,...,n} ("sparsamer”)

e Beispiel Lotto: (469) ~ 14 Millionen. Spezialfall: n =1, k =0,1

= Pk = P ,falls k=1
1—p ,fallsk=0

Verschiedene Grenzfille fir n — oco.

e Beispiel Geburtstagsparadoxon 1: Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, dass

jemand der Anwesenden am 30.5. Geburtstag hat? n = 150 (# Leute), p = %.

Pi50({0}) =~ 66.50%, Piso({1}) ~ 27.25%, P1s0({2}) ~ 6%
P({mindestens ein Teilnehmer}) =1 — Py50({0}) ~ 33.7%

(iii) Poissonverteilung (Grenzfall der Binomialverteilung fiir n — oo und p — 0):
Modellierung von ”seltenen Ereignissen”. Q@ = No = {0,1,2,...}, PA\({k}) = P(k,\) =
Ak—lfe_A mit A =n-p (Rate).

Beispiele: Radioaktive Zerfélle, Fehler pro Vorlesung, ...




1 GRUNDBEGRIFFE 1.3 diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

(iv) Geometrische Verteilung (Wartezeiten):
Bernoulli-prozess mit der Frage: Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass beim
n-ten Versuch Erfolg eintritt?

Q =N, Peeo({n}) = G(n) = (1—¢)¢"* = p(1—p)" ! mit ¢ = 1—p (Misserfolgswahrscheinlichkeit)

Beispiel: Wahrscheinlichkeit fiir gerades n?

P({n gerade}) = P({2,4,6,...}) “EVE (1 g+ (1 - ) + ...

. 1
=(1-q)q) ¢ =(1-q¢7—
i>0 1—q
_q
1+4+g¢

P({n ungerade}) = 1 — P({n gerade}) = 1j_ > % Vg €10,1)
q q

1.3.4 Bemerkung[abschlieBende Bemerkungen].
a) Im hochstens abzahlbahren Fall reicht, die P({w}) zu kennen.

b) Bei der Wahl des richtigen Wahscheinlichkeitsraums gibt es meist verschiedene
Moglichkeiten.

c) Der Rest ist geschicktes Zahlen.

1.3.5 Definition[Urnenmodelle (Elementare Kombinatorik, Behrends-Skript S.55-58)].

e Urne mit unnummerierten Kugeln {1,..., N}, von denen n € N gezogen werden
e Ziehung ist ein Wort ajas...an,a; € {1,...,N}

e Stichprobenraum = {Menge aller Ziehungen} Vier Fille lassen sich unterscheiden:
(i) Ziehen mit Zuriicklegen
a) Unter Beriicksichtigung der Reihenfolge: |2 = N™
b) Ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge: || = (N +;l_1)

(ii) Ziehen ohne Zuriicklegen

a) Unter Beriicksichtigung der Reihenfolge: [ = N(N —1)...(N —n+1).
Spezialfall: n = N = || = N! (gibt die Anzahl der mdglichen Permuta-

tionen von {1,..., N} an)
b) Ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge: |Q] = (]1\1/ ). D.h. |Q] ist die Anzahl
der n-elementigen Teilmengen von {1,...,n}.

1.3.6 Beispiel[Geburtstagsparadoxon 2]. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass min-
destens 2 Leute aus der Vorlesung am gleichen Tag Geburtstag haben?
Modellierung a la Laplace:

S hstice Aused
_ #glinstige Ausgange N = 365, 1 = 150.

~ #mogliche Ausginge’

NN—-1)...(N=n+1) _
N ~0

= P({mindestens 2 Personen}) = 1 — P({keine 2 Personen}) ~ 1

P({keine 2 Personen}) =

Bemerkung: Bei ca. n = 50 Personen betrégt P({mindestens 2 Personen}) ~ 99.9%.
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1.4 Hypergeometrische Verteilung
1.4.1 Definition[Hypergeometrische Verteilung].
e "vergrobertes” Urnenmodell. N Kugeln, von denen 7 rot und (N — r) weif sind.

e Wir ziehen n Kugeln ohne Zuriicklegen (Typ: ”Ziehen ohne Zuriicklegen ohne Beriicksichtigung
der Reihenfolge”).

e Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter den n gezogenen Kugeln k rote sind?
e Modellierung nach Laplace:

p_ #giinstige Moglichkeiten  #k rote und N-k weifle
~ Falle Moglichkeiten ™
r\ (N—r
_ (k)(n—k) _ H(k,n, N, 7')

()

e > H(k,;_,)=1.
k

1.4.2 Beispiel[Lotto ohne Schickschnack]. P(k richtige) = H(k, 6,49, 6)

1.4.3 Beispiel. Wahrscheinlichkeit fiir £ Asse beim Skat?

(20% k=0
43% k=
P(k Asse) = H(k,10,32,4) = ¢ 29% k=2
% k=3
(1% k=4

1.4.4 Bemerkung.

(i) Die hypergeometrische Verteilung ldsst sich leicht auf mehr als 2 Farben (Eigen-
schaften) verallgemeinern (siehe 2. Ubungszettel).

(ii) Ist N >> n, so besteht kein Unterschied zwischen Ziehen mit und ohne Zuriicklegen.

1.5 Wahrscheinlichkeitsraume mit Dichten

1.5.1 Bemerkung.
(i) ©Q hochstens abzihlbar (P(E), E € £ = 29) ist durch Abzihlen bestimmbar!

(ii) €2 tiberabzéhlbar: P(FE) ist eine Art von Volumen = Abzéhlen / Summieren wird
zur Integration

1.5.2 Definition[Wahrscheinlichkeitsrdume mit Dichten]. Wir betrachten Wahrschein-
lichkeitsrdume (2, £, P), wobei

(i) QcC R?

(ii) £ c 29 die o-Algebra der Borelmengen ist
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(iii) P ein Wahrscheinlichkeitsma$ ist, das durch seine Dichte definiert ist, d.h.

VEe€&:P(F)= / f(z)dz, f > 0 (Wahrscheinlichkeitsdichte)

ECQ

1.5.3 Bemerkung.

(i) Die Borel-o-Algebra ist die kleinste o-Algebra, die von den offenen Mengen in
erzeugt wird.
(ii) Da f ein Wahrscheinlichkeitsmafl definiert, gilt:
e P(Q) = fQ f=1

e Fiir £, Ey, ... € £ paarweise disjunkt gilt [ f=>"[Ff
FE1UFEsU... i B

1.5.4 Bemerkung.
e Es reicht anzunehmen, dass f stiickweise stetig bzw. mindestens integrabel ist

e Die Dichte f ibernimmt hier die Rolle von P({w}),w € € im héchstens abzidhlbaren
Fall

e Ist 2 iiberabzédhlbar, ist P({w}) =0 Vw €
1.5.5 Beispiel[Beispiele fiir Wahrscheinlichkeitsdichten].

(i) Gleichverteilung
Es sei Q = [a,b] C R und f(z) = (b — a){ — 1) eine Wahrscheinlichkeitsdichte. f
definiert ein Wahrscheinlichkeitsmaf}, denn
o P(E) = [ f(x)dx ist o-additiv wegen der o-additivitét des LebesguemaBes dx
und es gilt P(Q2) =1
e Fiir alle Ereignisse E € £ bezeichnet P(FE) die "relative Lénge” von E C :

d

Ped) fa.b) = [0 o) = =5

C

e Ist ) beschriinkt, so definiert f(z) = (J,, dz) ™' eine Wahrscheinlichkeitsdichte
e Ist 2 nicht beschréinkt, so existiert keine Gleichverteilung, denn ([, dz)~! = 0.
1.5.6 Bemerkung. Es ist moglich, abzahlbar viele Punktereignisse w € €2 zu entfer-

nen, d.h. von  zu Q\ E iiberzugehen, ohne den Wahrscheinlichkeitsraum wesentlich
zu andern

(ii) Normalverteilung (GauBverteilung)
Es sei 2 = R und f > 0 die Dichtefunktion

1 _(e=m)?

fle) = e 5

eTo

(GauBdichte zu den Parametern m und o) f ist normiert, d.h. es gilt [ f(z)dz =1

— 00
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(iii) Exponentialverteilung:
Es sei Q = [0,00) und f die Wahrscheinlichkeitsdichte f(x) = Ae™?.
e Die Exponentialverteilung beschreibt die Verteilung der Wartezeiten zwischen

2 seltenen Ereignissen, die durch die Poisson-Verteilung mit Parameter A > 0
gegeben sind.

e Die Verteilungsfunktion
F(r)=P(z<71)= )\/e)‘xdx
0

beschrankt die Wartezeitverteilung bis zum néchsten Ereignis. Z.B.

Pla<z<b)=F(b)—F(a) =e N —e

1.6 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

1.6.1 Definition[bedingte Wahrscheinlichkeit]. Die bedingte Wahrscheinlichkeit von E
unter der Annahme F ist

P(ENF)

PEIF) = =5

,P(F)>0

1.6.2 Bemerkung|Interpretation]. Bedingte Wahrscheinlichkeit ist das relative Mafl von
E in F. Informationen verandern Wahrscheinlichkeiten.

1.6.3 Definition[Unabhéngigkeit von Ereignissen]. Zwei Ereignisse E,F € & heiflen
unabhéngig, wenn

P(ENF) = P(E) - P(F)
bzw. (nach Definition von bedingten Wahrscheinlichkeiten), wenn P(E|F) = P(E), P(F|E) =
P(F).

1.6.4 Notiz. Unabhingigkeit bedeutet, dass die Kenntnis von F' ihnen keine Informatio-
nen iiber die Wahrscheinlichkeit von E liefert (bzw. umgekehrt).

1.6.5 Satz. E, F unabhingig < E,Q\ F = F° unabhingig.
1.6.6 Beispiel.

o Wiirfeln: Es sei 2 ={1,2,3,4,5,6} und E = {Zahl ist gerade}.
(i) F ={Zahl >3}. Dann ist P(E) = 3,P(F) = 2, P(ENF) = £ = P(E)P(F).
Also sind £ und F' unabhingig.

(ii) F' = {Zahl >4}, dh. P(F') = 1 # 2000 = B F' sind abhangig (F'

enthélt mehr gerade als ungerade Zahlen).

e Noch einmal Wiirfeln: Gefragt ist nach der Summe der Augenzahlen bei 2 mal
Wiirfeln. Essei E={i+j > 74,5 €{l,...,6}}. (Z.B. (6,1),(6,2),... insgesamt
21 aus 36 Moglichkeiten).

(i) F = {i = 5,7}, dh. 5 von 6 Mdglichkeiten bleiben < P(E|F) = 2. Zum
Vergleich: P(ENF) = P(E|[F)P(F) =351 = 2.

10
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(i) F'={i<3,j <3} = P(E|F")=0,da ENF' = 0.
(i) F" = {i >4,j >4} = P(E|F) =1 (F C E).

1.6.7 Satz[Rechenregeln fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten]. Es seien E, F, Fy, Es, ... in
einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, €, P) und wir nehmen an, dass P(F) > 0. Dann
gelten:

(i) ENF=0= P(E|F)=0
(i) FC E= P(E|IF) =1
(iii) P(Q\ E|F) =1 — P(E|F)

)

(iv) Vi,j,i #j: E; N E; =0, dann ist P(JE|F) = > P(Ex|F) (o-Additivitat)
k k

1.6.8 Bemerkung. Man kann das Wahrscheinlichkeitsmafl Pr = P(-|F) als Wahrschein-
lichkeitsmafl auf der Spur-o-Algebra auffassen:

—{ENF|Ec&)

1.6.9 Satz[Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit]. Es sei Q = |JE, eine disjunkte
n

Vereinigung von Teilmengen. Dann gilt

ZPF|E E,)VYF €&

Beweis: F'=|J(F N E,) ist die disjunkte Vereinigung der F' U E,,.
n

P(F) = P( J(F N E,)) ZPFmE ZP(FOE ZPF|E E,)

O]

1.6.10 Satz[Satz von Bayes]. Der Satz von Byes ist einer der bekanntesten und wichtig-
sten Sétze der Wahrscheinlichkeitstheorie und der Statistik. Wieder sei Q = (JE,, eine
n

disjunkte Vereinigung und F' € £ mit P(F) > 0. Dann gilt
P(EJ)P(FIE,)  P(E)P(F|E,)

P(En|F) =

P(F) B 2 P(En)P(F|Ep)
Beweis:
P(E,|F) = P(]gT(L;)F)
P(F|]€?})7])3(En) , nach Definition von bedingter Wahrscheinlichkeit

P(F|E,)P(Ey)

= nach Satz der totalen Wahrscheinlichkeit
P(F|E,)P(E ’
; (F|En)P(Ey)

11



1.6 Bedingte Wahrscheinlichkeiten 1 GRUNDBEGRIFFE

1.6.11 Beispiel. Zwei Kartenstapel mit einen Wiirfel, wobei Stapel 1 2 rote und 8
schwarze Karten hat, Stapel 2 hat 5 rote und 5 schwarze Karten. Bei Augenzahlen
{1,2,3,4} wird von Stapel 1 gezogen, sonst von Stapel 2.

(i) Wie wahrscheinlichkeit ist es, dass eine rote Karte gezogen wird? D.h. F =
{rote Karte} und

P(F) = P(F|Ey = {1,2,3,4}) P(Eq1) + P(F|Ey = {5,6}) P(E2) =

(ii) Eine rote Karte wird gezogen. Wie wahrscheinlich ist es, dass sie vom Stapel 1
gezogen wurde? Mit Satz von Bayes folgt:
P(ExNF) P(F|E\)P(E1) +-3 4

PEI="5m =~ Py~ 3 9

1.6.12 Bemerkung[Anwendungen der Bayesschen Formel].

(i) Bestétigung von Theorien: In welchem Mafe stiitzt oder widerlegt die Beobachtung
B eines schwarzen Raben die Theorie T' = ” Alle Raben sind schwarz”?

p(r|p) = ZLLET) (B]gg Z)

_ P(B|T)P(T)
- P(B|T)P(T) + P(B|-T)P(-T)

Gegeben sind folgende Informationen:

e P(B|T) = 1, da Theorie wahr = die Beobachtung eines schwarzen Raben
verwundert nicht.

o P(T)=P(-T) =4
e P(B|-T)=¢
Mit zum Beispiel € = % folgt:

N[
\
vV
3
3
|
\

P(T|B) = 12 =

(Sl
[ =

Vergleiche Curd / Cover (1998), ”The Philosophy of Science”.

(ii) Medizinische Tests: Es sei T ein Test auf eine bestimmte (seltene) Krankheit K,
die mit der Wahrscheinlichkeit P(K) auftritt (Prévalenz). Der Test wird spezifisch
genannt, —7") mit Wahrscheinlichkeit nahe 1 erhalt. Die Spezifitat ist P(—T|-K) =
1 — P(T|-K). Nach Bayes:

P(T|-K)P(-K)
P(T)
_ P(T|-K)P(-K)
~ P(T|-K)P(-K) + P(T|K)P(K)

P(-K|T) =

Gegeben sind:
e Die Prévalenz P(K) ohne Dunkelziffer ist P(—-K) =1 — P(K).

12



1 GRUNDBEGRIFFE 1.7 Unabhéangigkeit mehrerer Ereignisse

e Ebenso bekannt (aus Daten): P(T|K) ~ 1 (Zuverlassigkeit)
e P(T|-K) = 0 ("false positives”)
Zahlenbeispiel: Siehe Aigner-Skript.

1.6.13 Beispiel[Ziegenproblem, ” Ask Marilyn”]. Das Ziegenproblem: Der Kandidat wéhlt

Tir 1 von 3. Der Moderator weifl was hinter den Tiiren steckt und 6ffnet Tiir 3 mit einer

Ziege dahinter. Der Kandidat wird gefragt, ob er bei seiner Wahl bleiben mdchte. Die

Frage ist: Ist es sinnvoll sich umzuentscheiden oder ist es egal?

Gegeben: B; = {Auto hinter Tiir i},7 € {1, 2,3},

A = {Moderator zeigt ihnen, dass hinter Tiir 3 eine Ziege steht}

Gesucht: P(B1|A) bzw. P(By|A).

Nach dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit: P(A) = Y P(A|B;)P(B;), wobei P(B;) =
(2

1 P(;él]Bl) = %, P(A|By) = 1, P(A|B3) = 0. = P(A) = t + 1+ 0= 1. Also (nach

Bayes):

P(Bi|A) = W _ é
P(Bs|A) = 1%%15(% _ ;

1.6.14 Bemerkung. Wenn der Moderator eine Praferenz fiir Tiir 3 hat, dndern sich die
Wahrscheinlichkeiten auf P(B;|A) = P(By|A) = 1.

1.7 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

1.7.1 Bemerkung. Bisher fiir 2 Ereignisse: P(ENF) = P(E)P(F). Wie verhélt sich
Unabhéangigkeit bei 3 oder mehr Ereignissen?

1.7.2 Beispiel. Zweifacher Miinzwurf mit Ereignissen
E={K,Z2}yU{Z, K}, F ={K,n},G = {m,Z}
(i) E,F,G sind paarweise unabhéngig:
P(ENF)=P(E)P(F),P(ENG)=P(E)P(G),...
(iil) PIENFNG)# P(E)P(FNG).

1.7.3 Definition[Unabhéngigkeit mehrerer Ereignisse]. Die Ereignisse F1,...,E, € &
heiflen unabhingig, wenn

P(E,N...NnE;,) =[] P&,

k=1
fur alle {i1,...,ix} C {1,...,n}
1.7.4 Bemerkung.
(i) Falls Fy,..., E, unabhingig sind, so sind sie auch paarweise unabhéngig. Die

Umkehrung gilt nicht.

13



2 ZUFALLSVARIABLEN

(ii) Durch Induktion zeigt man leicht:

P(El n... ﬁEn> = P(El)P(EQ‘El)P(Eg‘El ﬂEQ) et P(En’El N... mEn—l)

(iii) Die Definition von Unabhéngigkeit ist dquivalent zu:

FEq ist unabhéngig von Eo, ..., E,
und FEs ist unabhéingig von E1, E3, ..., E,
und ...

und FE, ist unabhangig von E1,..., E,_1

wobei F' ist unabhéngig von Ey, ..., Ey fir alle [Ey, ..., Ex| getestet werden muss.

2 Zufallsvariablen

2.1 Induzierter Raum und Verteilung

Wir kommen zum wichtigsten Begriff der Wahrscheinlichkeitstheorie. In den meisten Situ-
ationen ist man nicht an der gesamten Verteilung interessiert, sondern nur an bestimmten
Daten, die vom Experiment abhéangen.

2.1.1 Beispiel. Im Lotto interessiert die Anzahl der richtigen Zahlen, beim zweimaligen
Wiirfeln zum Beispiel die Augensumme, und beim Minzwurf, im wievielten Wurf zum
ersten Mal Kopf kommt.

2.1.2 Definition. Sei (2, &, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X : Q@ — W, F o-Algebra
auf W. Falls X~Y(F) € & fiir alle F € F, so heit X Zufallsvariable auf €, genauer
(W, F)-wertige Zufallsvariable.

Wenn W abzihlbar oder endlich ist, so sei F = 2. Wir werden fast ausschlieBlich W C R
betrachten, 7 = Borelmengen. X heifit dann ”reelle Zufallsvariable”.

2.1.3 Definition[induzierter Wahrscheinlichkeitsraum]. Der durch X induzierte Wahrschein-
lichkeitsraum ist (W, F, Px) mit Px(F) = P(X1(F)). Wir schreiben kurz P(X € F)
fir Pw € Q| X(w) € F}). Zum Beispiel P(X = z) = P{w € Q | X(w) = z}) oder
PX<z)=P{we Q| X(w)<z}), falls W =R.

2.1.4 Satz. Px ist Wahrscheinlichkeitsma8 auf (W, F).
Beweis:
o Px(W)=P(X1(W))=P() =1

o Px(UF) = P(X"Y(UF)) = P(UX1(F)) = S P(X "\ (F) = Y Px(F)

2.1.5 Beispiel.

(i) Minzwurf, Q ={K,Z}, P(K)=p, P(Z)=1—p.
Sei X = Nummer des ersten Kopfwurfes, W = N. Es ist P(X =n) = (1 — p)" " !p,
und wir erhalten die geometrische Verteilung fiir X.

14



2 ZUFALLSVARIABLEN 2.2 Diskrete Zufallsvariablen

(ii) Zweimaliges Wiirfeln, Q = {1,2,3,4,5,6}2 mit Gleichverteilung. Sei X = Augen-
summe, W = {1,2,...,12}. Dann ist
1 . .
P(X=5) = o #{(.7) €D i+j=s5)
zum Beispiel P(X =10) = & = L.
2.1.6 Definition. Sei X : Q — R. Die Verteilungsfunktion von X ist Fx : R — [0, 1] mit

Fx(z)=P(X <z)=P{we Q| X(w) <z})
Offenbar gilt
lim F(z)=0, lim =1
Tr——00 T—00
r<y= F(x) < F(y)
Ferner ist F'(z) rechtsstetig, d.h. mit A N\, 0 geht F(z + h) — F(x).
2.1.7 Beispiel.

(i) Minzwurf. Q ={K,Z}, X(K) =p, X(Z)=1—p. Es ist

0 x <0
Flz)=<1—-p 0<z<1
1 r>1

(ii) Indikatorvariable. Sei A € £,14 : Q@ — R mit

IA(w):{l weA

0 wgA
Es ist
0 x <0
Fry(z)=41-P(A) 0<z<1
1 z>1

Angenommen, X und Y sind zwei reelle Zufallsvariablen, X, Y :  — R. Wir fassen
(X,Y) als Zufallsvariable auf mit (X, Y) : Q2 — R?, (X, Y) (w1, w2) = (X(w1), Y (w2)).
Allgemein seien X1,..., X, : Q = R, dann ist (Xq,...,X,) : Q" — R™. Die gemein-
same Verteilung ist

F(zi,...,2p) =P(X1 <z1N...NX, <)

2.2 Diskrete Zufallsvariablen

Eine (reelle) Zufallsvariable X : Q@ — W C R heifit diskret, falls W endlich oder abzahlbar
ist.

2.2.1 Definition[Unabhéngigkeit]. Seien X,Y : Q@ — W C R reelle Zufallsvariablen. Wir
werden X und Y als unabhéngig ansehen, falls

P(X € ANY € B) = P(X € A)P(Y € B)

fiir alls 4, B € W gilt.
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2.2 Diskrete Zufallsvariablen 2 ZUFALLSVARIABLEN

2.2.2 Lemma. Zwei diskrete Zufallsvariablen X,Y : @ — W C R sind genau dann
unabhangig, wenn

PX=zNnY=y)=PX=x)PY=y) Ve,yeW
gilt.

Mit Induktion gilt analog das allgemeine Resultat: Die Zufallsvariablen Xi,..., X, : Q —
W C R sind genau dann unabhéngig, wenn

P(X1:xlm"'an:xn):HP(Xi:xi)

ist fiir alle (z1,...,z,) € W™

2.2.3 Definition[Erwartungswert]. Sei X :  — R diskrete Zufallsvariable. Der Er-
wartungswert E(X) ist

E(X)=) 2P(X =12)=) X(w)P(w)

we

falls die Summe absolut konvergiert.

2.2.4 Bemerkung. Der Erwartungswert gibt also an, was fiir ein Wert von X im Mittel
zu erwarten ist. Es gibt also stets w,w’ mit

X(w) <E(X), X () > E(X).
Fiir endliche Mengen Q oder endlichem Wertebereich existiert E(X) natiirlich immer.

2.2.5 Notiz. Im Fall der Gleichverteilung auf endlichem Q, P(w) = ﬁ fiir w € Q haben
wir

1
E(X) = T > X(w)
Ist Q = {wi,...,wn}, X(w;) = x4, so konnen wir

_ml—l—...—l—xn
N n

E(X)

schreiben. E(X) ist somit der iibliche Durchschnittswert.

2.2.6 Beispiel[Gleichverteilung].

ZT;.

-

e Sei Q= {wi,...,w,} und X (w;) = z; (gleichverteilt). Dann ist E(X) = 1

=1

e Seinun Y = X? (y = 2?). dann ist

E(Y) =E(X?) == a7

16



2 ZUFALLSVARIABLEN 2.3 Momente von Zufallsvariablen (ZV)

2.3 Momente von Zufallsvariablen (ZV)
2.3.1 Definition[Momente einer Zufallsvariablen].

(i) Es sei k € N das k-te Moment von X ist my = E(XF)

(i) Das k-te zentrale (zentrierte) Moment von X ist of, = E((z — E(X))¥)
2.3.2 Bemerkung.

e Wichtige Spezialfille sind der Erwartungswert m; = E(X) und die Varianz oo =
E((z — E(X))?)

e Ist eine Verteilung multimodal (d.h. mehrere Maxima in der Verteilung), so sind
Erwartungswert und Varianz nicht sehr aussagekraftig.

e Gauflsche Zufallsvariablen sind solche, die durch eine Gaufiverteilung mit Dichte
zf'm)2
1

flz) = 2me_ 202 erzeugt werden. Gaufische Zufallsvariablen sind vollsténdig

durch ihre ersten beiden Momente m = my, ¢ = o9 bestimmt.

2.4 Eigenschaften der Momente

2.4.1 Satz[Linearitit des Erwartungswertes]. Es seien X, X;,...,X,, : Q@ — W Zu-
fallsvariablen auf €2 mit der Eigenschaft X = a3 X7 + ... @, X,,. Dann gilt

E(X) =) aE(X;),0; €R
=1

Beweis: Nach Definition des Erwartungswertes gilt

n

EX) =) XwPw) =Y Y aXi(w)Pw) =Y ;i Y Xi(w)Pw) =Y oyE(X)
=1

weN weN i=1 i=1 weN

O
2.4.2 Korollar. Es gilt
Var(X) = E((X — E(X))?) = E(X?) - (E(X))”

2.4.3 Satz[Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen]. Es seien X : Q@ -V CRund Y : Q —
W C R zwei unabhéangige Zufallsvariablen auf {2. Dann gilt

E(XY)=EX)E®Y)
Beweis: Nach Definition der Unabhangigkeit gilt
EXY) = S X@Y@Pw = 3. ayP(X =2)n (Y =y))

weN (z,y)EVXW
= Z zyP(X =2)P(Y =y) nach Unabhéngigkeit
(z,y)EVXW
= (Y xP(X =x))()_ yPY =y)) = E(X)E(Y)
zeV yeWw
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2.4 FEigenschaften der Momente 2 ZUFALLSVARIABLEN

2.4.4 Korollar. Sind X,Y unabhéngige Zufallsvariablen, so gilt

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)
Beweis: Unter Verwendung der Eigenschaften des Erwartungswertes (EW) gilt
(X +Y)?) — (E(X +Y))?
X% 42XY +Y?) — (E(X) +E(Y))?
X?) + E(XY) + E(Y?) — (E(X))
X?) = (E(X))* + E(Y?) — (E(Y))”
= Var(X) + Var(Y)

Var(X +Y) =L
=L

o~ o~ o~ o~

=t
=

2.4.5 Bemerkung.

e Die Umkehrung des Satzes iiber die Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen und seinem
Korollar gilt nicht, eine Ausnahme sind die Gaufischen Zufallsvariablen.

e Unter linearen Transformationen X — aX + b transformieren sich die ersten beiden
Momente wie

E(X) — aE(X) +b, Var(X)— a?Var(X)
e Ist fiir eine Zufallsvariable X die Varianz Var(X) = 0, so ist P(X = E(X)) = 1. Die
Umkehrung gilt auch.
2.4.6 Beispiel.
(i) Momente der Bernoulliverteilung (Miinzwurf).
e Q= {k,z}und P(k)=p€[0,1], P(z) =1—p.
e Zufallsvariable X : © — {0,1} mit X (k) =1, X(2) =0 (dh. P(X =1) = p,
P(X=0)=1-p).
Erwartungswert E(X) =Y 2P(X =2)=0-(1—-p)+1-p=0p
2-tes Moment E(X?) =Y 2?P(X =z2) =p
= Varianz Var(X) = E(X?) — (E(X))? = p — p?

(ii) Unabhéngige Wiederholungen (Miinzwurf).
e Situation wie in (i), aber wir fithren n unabhéngige Wiederholungen aus.

e Zufallsvariable X = #Kopfwiirfe und wir schreiben X als

n
X = g x;, wobel z; =

{1 , Kopf im i-ten Wurf
i=1

0 , sonst

e Wahrscheinlichkeit fiir k-mal Kopf ist

18



2 ZUFALLSVARIABLEN 2.5 Kovarianz und Korrelation

2.4.7 Notiz. Im Folgenden sei (€2, £, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum (§2 héchstens abzéhlbar)
und X : Q@ — W C R eine reele Zufallsvariable auf €.

2.4.8 Beispiel.

(i) Momente miissen nicht existieren, z.B. sei Q@ = N, X (wg) = k mit P(X = k) = 5
c ist so gewahlt, dass > P(X =k)=1,dh. ¢= )] % = ((3). Berechne 1. und 2
kEN keN
Moment:
2
« E(X)= ki =3 5=
keN keN
e E(X?) =Y k*G=>f=0x
keN keN

(i) Momente der Poissonverteilung

e Q = Ny und wir betrachten P(X = n) = 2re~*. Berechne wieder 1. und 2.
Moment:

- E(X) = Z:On%e’ = )\Z 2oye ™ = A
— E(X%) = Y n?2te™ = A+ A%, d.h Var(X) = E(X?) — (E(X))?
n=0

e Berechnung aus der Binomialverteilung:

)\k Y
lim B(k,n,p) =

n—o00 k;'
np—A

Aus der letzten Vorlesung wissen wir, dass
— Ep(X) = np, Varp(X) = n(p - p?)

n—oo

— Ep(X) "= E(X) = \, Varg(X) "= Var(X) = A

2.5 Kovarianz und Korrelation

2.5.1 Definition[Kovarianz|. Es seien X,Y : Q@ — W C R zwei Zufallsvariablen. Die
Kovarianz von X und Y ist

cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y)))
2.5.2 Bemerkung[Kovarianz, Varianz und Unabhéngigkeit].

(i) Zwei Zufallsvariablen X, Y heilen unkorreliert, wenn cor(X,Y) = 0. Sind X und Y
unabhéngig, so sind sie immer unkorreliert. Umkehrung gilt allerdings nicht.

(ii) Offensichtlich gilt cor(X, X) = Var(X). Weiter gilt
Var(aX + BY) = a*Var(X) + g*Var(Y) + 2a8cov(X,Y)

(iii) cov(+,-) : W x W — R definiert eine symmetrische, positiv semidefinite Bilinearform,
d.h.
e cov(X,Y) = cov(Y, X)
e cov(X,X)>0

(iv) Mittels Kovarianz lassen sich Skalarprodukte und Normen definieren, fiir die die
iiblichen Identitdten gelten.
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2.6 Wichtige Ungleichungen fiir Wahrscheinlichkeitsraume 2 ZUFALLSVARIABLEN

2.6 Wichtige Ungleichungen fiir Wahrscheinlichkeitsraume
2.6.1 Satz. Es seien X,Y : Q@ — W C R. Dann gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
(E(XY))? < E(X2)E(Y?)
Gleichheit gilt, wenn P(X =aY) =1 fir a € R
Beweis: Wir unterscheiden zwei Fille:
(i) Sei E(X?) = 0. Das ist gleichbedeutend mit P(X = 0) = 1 bzw. P(X # 0) = 0.
Das heif3t, dass
E(XY) =Y ayP(X =2)n(Y =y)) =0
()
Das heifit wir haben Gleichheit und P(X =0-Y) =1

(i) Nun E(X?) > 0 und wir definieren die Hilfs-Zufallsvariable Z := Y — aX, fiir die
gilt

0 <E(ZY) =E(Y —aX)?) = a?E(X?) — 20E(XY) +E(Y?) YaeR
Die Ungleichung gilt insbesondere fiir o = %, d.h.

(E(XY))?
E(X?) E(X?)

(E(XY))?
E(X2)

+EY?) = - + E(Y?)

Das ist gerade die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, wobei Gleichheit genau dann
gilt, wenn

2.6.2 Bemerkung. Anstelle der Kovarianz wird héufig der Korrelationskoeffizient
cov(X,Y)
/Var(X)Var(Y)

betrachtet. Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist

p(X,Y) =

(cov(X,Y))? < Var(X)Var(Y)
Daraus folgt sofort, dass —1 < p(X,Y) < 1 mit Gleichheit, falls X,Y mit Wahrschein-
lichkeit 1 linear abhéngig sind.
2.6.3 Satz[noch mehr Ungleichungen..].
(i) Markov-Ungleichung: Sei X > 0. dann gilt

E(X)

P(X >a) <
a

Ya € R

(ii) Tschebyschev-Ungleichung:

< Var(X)

Va € R

P(X —E(X)[ > a)
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2 ZUFALLSVARIABLEN 2.7 Zufallsvariable mit Dichtefunktion

Beweis:
(i)
E(X)=) aP(X=2)=)Y aP(X=2)+» 2P(X =x)

r>a x<a

> ZxP(X =)

r>a

> aZP(X:x) =aP(X > a)

r>a
(i) Wir definieren Y = |X — E(X)|? > 0. Dann gilt nach (i)

P(IX ~ E(X)| > a) = P(ls ~ E(X)]* > a?) < = =

2.6.4 Beispiel[Anwendung der Ungleichungen]. Approximation von Erwartungswerten.

e Es sei X : Q@ — W C R eine reelle Zufallsvariable mit unabhangigen Kopien
X1,..., Xy (z.B. n unabhingige Miinzwiirfe oder Versuche im Lotto zu gewinnen).

e Ferner sei Y = X7 + ...+ X,,. Dann gilt

E(Y)=nE(X), Var(Y)=nVar(X)

Mit der Tschebyschev-Ungleichung folgt:

n—o0

1
(X)|>e) < —Var(X) ——0 Ve>0

X4 KXot + X o
n e2n

P(]

D.h. die Giite der Schétzung von E(X ) durch unabhéngige Ausfithrungen (Samples) hingt
von der Grofle des Samples / Anzahl der Versuche n und der Varianz von X ab.

2.7 Zufallsvariable mit Dichtefunktion

Aigner-Skript, S. 34 ff. Wie immer (2, &, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, wobei £
eine geeignete o-Algebra tiber Q (hier: die o-Algebra der Borelmengen).

2.7.1 Definition[Zufallsvariable mit Dichtefunktion]|. Die Zufallsvariable X : Q@ — W =
R wird stetig verteilt mit Verteilungsfunktion F(z) = P(X < z), wenn F(z) die folgende
Form hat:

F(z) = / £(s)ds

Dabei ist f > 0 die Dichte von X, d.h. es gilt

7f(s)ds =1

2.7.2 Notiz[Berechnung von Wahrscheinlichkeiten].
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2.8 Unabhiéngigkeit stetiger Zufallsvariablen 2 ZUFALLSVARIABLEN

e Ereignissystem: F C 2" sei die o-Algebra der Borelmengen von W.

e Wahrscheinlichkeit fir X € A, A € F

F(XeA)= / f(s)ds
ACW
e Insbesondere ist fiir A = [a,b] C W

b

P(X € A) = / Fa)ds

und es gilt P(X =z) =0 V{z} € F

2.7.3 Beispiel. Zufallsvariable auf der Einheitskreisscheibe. Q = {(wy,ws) | w? + w3 <
1} und wir definieren X = \/w? 4 w3, also Abstand zum Ursprung. Frage: Welches
Wahrscheinlichkeitsmaf$l induziert X :  — [0, 1]?

2

_ Flache des KreisringsReqy nd? — me

Px([c,d])) = P({X € [c,d]}) =d? -2

Flache von 2 T
Welche Dichtefunktion f gehort zu Px?

d
f(s) =2s = Px([c,d]) = /28d8 =d* -

[

2.8 Unabhangigkeit stetiger Zufallsvariablen

2.8.1 Definition[gemeinsame Verteilung]. Es seien X,Y : Q@ — W C R zwei Zufallsvari-
ablen mit Verteilungsfunktionen Fx (x), Fy (y) und Dichten fx, fy. Als gemeinsame Verteilung
von X und Y bezeichnen wir die Funktion

Fle,y) = PUX <o} N {Y < y}) = / [ #aasae

—00 —00
Dabei ist f(x,y) die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte von X und Y.

2.8.2 Definition[Unabhéngigkeit]. Zwei Zufallsvariablen X,Y heiflen unabhéngig, wenn
die Ereignisse {X < z} und {Y < y} unabhiingig sind, d.h. wenn

F(z,y) = Fx(2)Fy (y)
2.8.3 Notiz[Zentrale Fragen].
(i) Was ist der Zusammenhang zwischen f(z,v), fx(z) und fy(y)?
(ii) was heifit Unabhéngigkeit fiir die Dichte f(x,y)?

2.8.4 Lemma. Es seien X,Y : Q@ — W C R zwei stetig verteilte Zufallsvariablen mit
gegebenen Verteilungen Fj, Fy, F' und Dichten fx, fy. Dann gilt:
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2 ZUFALLSVARIABLEN 2.8 Unabhangigkeit stetiger Zufallsvariablen

() fx(z) = [ flz.y)dy, fy(y)= [ f(z,y)dz
(i) X und Y sind genau dann iinabhéngig, wenn

f(x,y) = fx (@) fy(y)

Mit
Fos {f(x) reW
0 sonst
folgt W =R.
Beweis:

(i)

Fx(x)=P(X <x)= yli_{gloP({X <z}n{Y <y}

= i 7 (@, t)dsdt

Nun gilt aber

h@z%@z/ﬂmw

(ii) ”=": X,Y unabhéngig, d.h. F' = FxFy und es gilt
52

dxdy

F(z,y) = f(z,y) = f(z,y) = fx () fy (y)
7<": Umgekehrt folgt aus f(z,y) = fx(x)fy(y), dass
x Y T Y
Faw) = [ [ ts)tvasde= [ ([ 5o fais)as

ﬂ/n@mdﬁmwzawm@

2.8.5 Beispiel[Gaufische Zufallsvariablen].

e Es seien X, Xo Zufallsvariablen, deren Verteilungsfunktion durch eien Gaufldichte
gegeben ist. Bekannt sei die gemeinsame Gaufiverteilung von X = (X3, X3): Er-
wartungswert E(X;) = 0 fiir ¢ = 1,2. Kovarianz C;; = E(X;X;) fiir 7,5 = 1, 2.

e Kovarianzmatrix C = (C;;) € R*>% C = C* > 0.
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2.9 Erwartungswert und Varianz 2 ZUFALLSVARIABLEN

e gemeinsame GauBdichte fiir x = (21, x2):

_ 1 tatca A — .
flx) = W@ 2 wobei ' Ax = ZAU%%

1,J

e X, X, unabhingig genau dann, wenn C' diagonal ist.

10
LFall: C = (0 1)

10
2.Fall: C' = <0 2)

— 3.Fall (abhéingig): C' = <1 5)

o 1

C

4.Fall: C = (1 ), c>>0
c 2

e Falls X, Xy abhangig, so andert sich der Erwartungswert unter der bedingten Wahrschein-
lichkeit, dass entweder X; oder X5 bekannt ist.

2.8.6 Definition[Marginalverteilung (Randverteilung)].

Y—00

Fx(z) = lim P{X <z}n{Y <y}) = / / f(s,t)dtds

—00 —O0

— marginale Dichte fx(x) = ffooo f(z,y)dy (analog fir Fy, fy).

2.9 Erwartungswert und Varianz

2.9.1 Definition. Es sei X eine stetige Zufallsvariable mit Dichtefunktion f > 0. Dann
definieren wir den Erwartungswert als

E(X) = / xf(x)dx
und die Varianz als -
Var(X) = / (z — E(X))2f(2)da

2.9.2 Beispiel[Gleichverteilung].
o Sei X : 2 — [a,b] C R gleichverteilt mit Dichte

fl@)=(b—-a)

e Erwartungswert und Varianz:

T x? by b2 —a? a+b
EX)= [ ——de = - -
(X) /b—a v = el = 5= = 2
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2 ZUFALLSVARIABLEN 2.10 Eigenschaften von Erwartungswert und Varianz

e Dichte und die Verteilungsfunktion auf R:

z 0 z € (—o00,a)
Fz)=P(X <x)= / flx)dr = ¢ =2 € [a,b]
—o0 1 z € (a,00)

2.9.3 Beispiel[Erwartungswert der Gaufiverteilung].

e X sei eine standard-normalverteilte Zufallsvariable, d.h. mit Dichte

]
x) = e 2
f) V2r
Was ist E(X)?
(0.) o
1 a2 2
E(X) = / zf(z)der = —— / xe 2 dr =0 ,da ze” 2 symmetrisch zum Ursprung
V2T
— 0o —00

2.10 Eigenschaften von Erwartungswert und Varianz

2.10.1 Satz. Essei X : Q@ — W C R eine stetige Zufallsvariable mit Dichtefunktion f > 0
und g : W — W’ C R eine stetig differenzierbare Funktion mit ¢’ > 0. Dann gilt:

E(g(X)) = / o(2) f (x)da

WCR

Beweis: Wir definieren Y = ¢g(X) als neue Zufallsvariable und wir nehmen zunéchst an,
dass Y die Dichte h > 0 habe.

=EY)= /yh(y)dy

W/

Nun ist ¢’ # 0 = g ist invertierbar. D.h. X = ¢~ !(Y) und es folgt, dass

E(Y) = / yh(y)dy = / 9(2)h(g(x))g (x)dx

wr g~ (W)

wobei wir y = g(z) und dy = ¢'(x)dx substituiert haben. Bleibt zu zeigen: h > 0 existiert
(als Dichtefunktion) und f(x) = h(g(x))g'(x).
Nun ist

F(r) = P(X <) = P(y < g())

g(z) x
= /h(y)dy: /h(g(u))g'(u)du Substitution: y = g(z)
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2.10 FEigenschaften von Erwartungswert und Varianz 2 ZUFALLSVARIABLEN

Fiir die Verteilungsfunktion gilt F'(x) = f(z)

= F'(x) = h(g(x))g'(z) = f(z)

Durch Umdrehen der Substitution folgt analog:

2.10.2 Bemerkung,.

(i) Ein Nebenprodukt des Satzes war die folgende Transformationsformel fiir Zufallsvari-
ablen:
Hat X die Dichte f(z), dann hat Y = g(X), ¢'(z) # 0 die Dichte

(ii) Der Satz gilt gleichermaflen fiir mehrere Zufallsvariablen X7, ..., X, mit gemeine-
samer Dichte f(z1,...,zy):

E(g(X1,...,Xn)) :/g(z:l,...,xn)f(ml,...,xn)dxl...d:l:n

2.10.3 Folgerung[Unmittelbare Folgerungen aus dem Satz].
(i) Var(X) = [, (X — E(X))*f(2)dz = E((X — E(X))?) = E(X?) - (E(X))?
(ii) E(aX + B) = aE(X)+ B8 Va,B€R

(i) E(1 X1+ ... 4 onXp) = a1 E(X1) + ... + anE(X,), a; € R

Beweis: Xj,..., X, mit gemeinesamer Dichtefunktion f(z1,...,z,) und g(z1,...,2,) =
Z?:l (0787

[E(Z T = /(Z a;z) f(x1, ... xp)de = Zai/mif(ml, ooy mp)dxy ..o day,
i=1 i=1 i=1
=> ai/ﬂ?ifxi (zi)dr; = > 0 E(X;)
i=1 w =1

Wobei wir ausgenutzt haben, dass

in (xz) = /f(l’l, e s Lgs Ljg1y - - - ,xn)dl‘l e dx,;_ldxiﬂ N dl‘n

(iii) Var(aX + B) = a?Var(X) VaB eR
(iv) P(X € A) =E(xa(X)) VAe&

26



2 ZUFALLSVARIABLEN 2.11 Summe von Zufallsvariablen (Faltung)

2.10.4 Beispiel[Transformation Gaufischer Zufallsvariablen].

1 x
(& 2

fz) =

e Betrachte eine neue Zufallsvariable Y = ¢ X + p, 0 > 0. Was ist die Dichte von Y7

e Moglichkeit 1: Berechnung von Y, Var(Y):
— E(Y) = E(0X + p) = oE(X) +
— Var(Y) = o?Var(X)

_ (y—p)?
1 (& 202

- = hly) =

2no

e Moglichkeit 2: Transformationsformel

y—n
o

g@)=ocx+p=g@x) =0>04g"'(y) =

Einsetzen:

A ) I S
") = W) Varo

2.11 Summe von Zufallsvariablen (Faltung)

Im Folgenden seien X,Y : Q — R zwei Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte f(x,y).
Gesucht: Dichte und die Verteilungsfunktion der Summe Z = X + Y.

2.11.1 Beispiel.
(i) Verteilung des arithmetischen Mittels X4
(ii) Toleranzen bei zusammengesetzten Bauteilen
(iii) Summe der Augenzahlen beim Wiirfeln (diskret)
2.11.2 Notiz[Zentrale Fragen].

(i) In welchen Féllen lasst sich die Verteilung Fix 4y bzw. die Dichte fxyy (elementar)
aus den fx, fy bzw. Fx, Fy berechnen?

(ii) Ist die Verteilung der Summe vom gleichen Typ wie die Verteilung der Summanden?

2.11.3 Satz. Es seien X,Y : Q — R Zufallsvariablen mit Dichte f(z,y). Dann hat
Z = X 4+ Y die Dichtefunktion

fz(z) = 7f(:z:,z—x)dm = /Oof(z—a:,x)d:r

27



2.11 Summe von Zufallsvariablen (Faltung) 2 ZUFALLSVARIABLEN

Beweis: Wir berechnen die Verteilungsfunktion Fz fiir das Ereignis
{(Z<z}={(ay) |o+y<2} CRXR

Ist Fz(z) = P(Z < z) bekannt, dann bekommen wir die Dichte aus fz(z) = F}(2).

Fu(z) = / / o, t)dsdt = /Oo /_ F(s,t)dsdt

{ZSZ} S=—00 t=—00

Neue Variable: x = s,y = s+t < s=x,t =y — x = dsdt = dedy (Determinante = 1).

= Fy(2) = 7 / fla,y — a)dedy = / <7f<x,y—m>dx>dy

T=—00 Y=—00 —00 —O0

= fz(2) = Fy(2) = / flz,z —x)dx

2.11.4 Korollar. Sind X, Y unabhéngig (< f(z,y) = fx(x)fy(y)), dann ist
fev@ = [ fx@fyc-ado= [ fule - o)fy(@)ds

Der Integralausdruck [*_ f(x)g(z — s)ds = (f * g)(z) wird ”Faltung” genannt.
2.11.5 Bemerkung.
(i) Die Faltung ist assoziativ, d.h.
frgxh=(fxg)«h=fx(g*h)

Daher lasst sich der Satz (bzw. seine Folgerung) leicht durch Induktion auf n un-
abhéngige Zufallsvariablen X, ..., X,, verallgemeinern.

(ii) Im diskreten Fall ist die Verteilung der Summe zweier Zufallsvariablen X,Y : Q —

W C N durch die diskrete Faltung

Pxiy(k) =Y Px(i)Py(k—i), k€W CN

2.11.6 Beispiel[Summe gleichverteilter Zufallsvariablen].

e Seien X,Y : Q — [0, 1] unabhéngig udn gleichverteilt mit fx = fy = 1 auf [0, 1] und
fx = fy = 0 sonst.

e Dichte von X +Y7?

fxav(z) = / fx () v (=2 — s)ds
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2 ZUFALLSVARIABLEN 2.12 Exponentialverteilung (Wartezeitmodelle)

e Wir unterscheiden zwei Falle:

— z€[0,1]:

z

fx+y(z) = /1ds =z

0

- z€[1,2]

1
fxiv(z) = / lds=2—z
z—1
e D.h. X 4+ Y ist nicht gleichverteilt!
2.11.7 Beispiel[weitere Beispiele..].

e GauBlverteilung: Sind X;, Xo unabhéngig gaufiverteilt mit Erwartungswert puq, po
und Varianz o1, 02 (Notation: X; ~ N(y;,02)), dann gilt

X1+ Xo ~ N(py + p, 0% + 03)

e Exponentialverteilung: Sind X7, X5 :  — [0, 00) unabhéngig exponentialverteilt mit
Dichte f;(z) = Ae ™ X\ > 0,4 € {1,2}, dann hat die Summe die Dichte

fX1+X2 (Z) = Ne Mz

Falls Dichte unterschiedlich mit A; # A2, dann folgt

A1A2

fX1+X2 (Z) = A2 / 6_)\18€_>\2(z_8)d8 = —7(6_)‘@ — e_)\zz)
Ao — A\
0

2.12 Exponentialverteilung (Wartezeitmodelle)

Modellierung von zufélligen Zeitintervallen (Wartezeiten).
2.12.1 Beispiel.

e Zeit zwischen zwei Anrufen

e Zeit, bis ein Fisch anbeif3t

e Zahl der Wiirfe bis zur nachsten 6

2.12.2 Definition[gedéchtnislose Wartezeit]. Es sei X : Q — [0, 00) eine Zufallsvariable
auf . X heifit ”gedéchtnislose Wartezeit”, wenn

PX>z+t| X >t)=P(X >x)
2.12.3 Satz. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) X ist eine gedédchtnislose Wartezeit

(ii) X ist exponentialverteilt mit Dichte f(x) = X\e™* fiir ein A > 0
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2.12 Exponentialverteilung (Wartezeitmodelle) 2 ZUFALLSVARIABLEN

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass die Definition gleichbedeutend ist mit der Aussage
P(X >s+t)=P(X > s)P(X >t) Va,t € [0,00). Nach Definition bedingter Wahrschein-
lichkeiten ist

PUX >s+t}n{X>t}) P(X>s+1)
P(X >1t) - P(X>1)

PX>s+t|X>1t)=

Also 7 (ii) = (1)”:
Verteilungsfunktion F(z) = P(X <) = [ f(s)ds =\ [ e Mds=1—e
SP(X>z)=1-P(X<z)=e
SP(X >s+1t)=e MH) =M™ = p(X > )P(X > s)
Nun " (i) = (i )
Setze G(z) =

lasst.
Eigenschaften von G:

— F(z), wobei F(z) = P(X < ) ist und sich G(z) = [ g(s)ds schreiben

(a) G(0) =1 (gleichbedeutend mit P(Q) = 1)
(b) G(s+1t) = G(s)G(t) (Definition fiir die gedéchtnislose Wartezeit)
(¢c) imG(z)=0(daG=1-F)

T—00
Zu zeigen: (a) - (c) bestimmen eindeutig G(z) = e**, & < 0 (d.h. & = —\). Denn dann

folgt
J
@) = F'(z) = =G'(w) = = (e7) = Ae™™
Beweis in zwei Schritten:
Wir zeigen zunéchst, dass G(s) > 0 Vs > 0. Es ist G(0) > 0 und wegen der Stetigkeit
existiert ein € > 0, so dass G(s) >0 Vs € [0,¢].

= G(s) >0 Vs>0,denn

) =Gy

s

n-mal

und es gibt ein ng € N, so dass > € [0,¢] ¥n > ng. Nun gilt, dass G(1) = e* > 0,
a = logG(1) € R. Definiere nun eine Funktion G(s) = e®. Wir weren zeigen, dass
G(s) = G(s) fir alle s = X € Q*.

Es gﬂt G(1) = G(2) ® GL)ym=G1) =e* & G(%) = é(%) Also gilt auch G(%)" =

m

G( )" bzw. (wegen (b))

G( ):é(%) Vn € No,m € N.

n
m
Wegen der Stetigkeit gilt G(s) = G(s) Vs > 0.

Wegen (c) muss a < 0 gelten. Wir setzen o = —\, A > 0 und sind fertig. O

2.12.4 Bemerkung.

(i) Oft ist die Annahme, dass eine Wartezeit geddchtnislos ist, Unfug. Dennoch ist die
Exponentialverteilung oft (meist) eine gute (erste) Naherung.

30



2 ZUFALLSVARIABLEN 2.12 Exponentialverteilung (Wartezeitmodelle)

ii) ”Warten” muss nicht notwendigerweise in Zeiteinheiten gemessen werden.
g g
Beispiel: Strecke bis zum nédchsten Unfall auf der Autobahn oder Seiten bis zum
néachsten Tippfehler in einem Text.

(iii) Die diskrete Variante der geddchtnislosen Wartezeit wird durch die geometrische
Verteilung

Pn)=¢"""1-q) mitg=1-p

beschrieben.
Beispiel: Wann kommt die néachste 6 beim Wiirfeln?

2.12.5 Beispiel[Hotline].

e Hotline angerufen - es ist besetzt. Sie wissen aus Erfahrung, dass die durchschnit-
tliche Wartezeit 10 Minuten betragt.

e Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, nach 5 Mintuen dranzukommen?

— Annahme: Wartezeit ist exponentialverteilt.

1
_ —\x : _
J(@) =2e it A 10 Minuten
— Begriindung;:
E(X) = / xf(x)dz (durchschnittliche Wartezeit)
)\/a:e)‘zd [— xe/\z]go—f—/e)‘zdaz
—_——

0 =0 0
1 e 1

— Was uns interessiert ist:

1
P(X <5)= 15

o
ot
)

|
sl
Il
—
|
)
Ikl

e Wie lange muss man warten, um mit 90%-iger Sicherheit an die Reihe zu kommen?

c\“
IV

1 T
P(X<T)= m/
0

T

Also 1 —e" 10 > 0,9, d.h. T > 23 Minuten.

e Hotline 2-mal angerufen, beide Male besetzt bzw. 1-mal angerufen und sie wissen,
dass eine Person vor ihnen ist. Was ist die Verteilung der summierten Wartezeiten?

(Satz: fxiy(z) = (fx * fr)(x)).

31



2.13 Mehr zu Unabhéangigkeit 2 ZUFALLSVARIABLEN

— Annahme fx = fy mit Parameter A\ > 0:

fxiy(z) = A2 / e Me A T8 gg = N2y
0

— fx, fy unterschiedlich mit Parametern A,z > O:

A

- )\(e—/\a: _ e—uz)

fX+Y(~’U) =

— Es lésst sich zeigen, dass
im fxiy = fxqy (@)
n—A
Beweis mit 1’'Hospital.

2.13 Mehr zu Unabhangigkeit
Wir betrachten nun den Fall von n unabhingigen Zufallsvariablen X;,..., X,,.
2.13.1 Beispiel. Hotline mit n Leitungen.

2.13.2 Satz. Es seien Xj,..., X,, unabhéngig exponentialverteilt mit Parameter A > 0.
Dann gilt

(i) Xmin = min{Xy,..., X, } ist exponentialverteilt mit Parameter n - \.
(il) Xmax = max{Xy,..., X, } hat die Dichte

fmax — nAef)\x(l . ef)\x)nfl

Beweis: Fmin,max = P(Xmin,max < CC) und Gmin,max(fp) =1- Fmin,max(l‘)-

(i) Es gilt

Gnin(2) = P(Xmin > 7) = P{X1 > 2} n...n{X, > a}) = [[ P(Xi > o)
=1

= H(l - F(z)) = e siehe letzte VL
=1

Dichte: fmin(z) = F.; () = (1 = Gpin(7))" = nie "2

(ii) Fiax(z) = ﬁUP(Xi < z) = (F(2))" = (1 — e=*)" (siche letzte VL).

= fmax(l‘) =F! (:U) = n(l — e—AI)n—l)\e—)\x

max

2.13.3 Korollar. Es gilt

(i) E(Xmin) = -5 — 0 fiir n = o0
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3 GRENZWERTSATZE

(i) E(Xmax) = %Zl — oo fiir n — oo

Beweis: Erwartungswerte ausrechnen!
2.13.4 Beispiel.
(i) 3 unabhéngige Kiihlkreisldufe in einem AKW:

1 1 1 11 2
E(Xmax) =1+ =-+-)= <~
( ) )\(+2+3) 6A A

(ii) Sportlehrer wartet auf 30 Schiiler, die sich umziehen:

. 1 1 1 )
[E(Xmax) = 3II11I1(1 + 5 + g + ...+ %) >> 3min

3 Grenzwertsatze

3.1 Konvergenz von Zufallsvariablen

1 falls 6 irfelt
3.1.1 Beispiel. Fairer Wiirfel, X = ks b gewurie , X1, X9, ... seien unabhéngige
0 sonst
Kopien von X.
X o+ X
Y, = At tAn relativer Anteil von n Wiirfen, die 6 ergeben
n

1
~ — fiir grofe n
6
bzw. Y, "=° %, aber was heift das genau?
3.1.2 Beispiel. X gleichverteilt auf [0,1], X7, X»,... unabhéngige Kopien von X. Wie
sieht die Dichte von X; + ... 4+ X, fiir verschiedene n aus? Fiir grofle n &hnelt sich die
Faltung immer mehr der Normalverteilung.

Bei der Dichte von % fiir verschiedene n? Es konvergiert gegen = 0,5 (vertikaler
Strich).

3.1.3 Erinnerung. (a,)nen Folge in R.
annjfoa & Ve>03IngeN:Vn>ng:la, —a|<e
3.1.4 Definition. Seien X1, X, ... Zufallsvariablen in R auf (2,&, P).

a) X, — X fast sicher :& P({w € Q| Xp(w) = X(w)}) = P(X,, > X) =1
Schreibweise: X, ks x
b) X, — X in Wahrscheinlichkeit 1< P({w € Q| [ X, (w)—X(w)| >}) "=°0 Ve >0

Schreibweise (kurz): X, 3 X < P(|X, — X| >¢) "=°0 Ve >0

n—oo

¢) X, — X in Verteilung :< P(X,, <z) = P(X <z) (dh. Xx,(z) = Fx(z)) fir
alle x € R, in denen F'x stetig ist.
Schreibweise: X, A x
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3.1 Konvergenz von Zufallsvariablen 3 GRENZWERTSATZE

3.1.5 Bemerkung. Ein Ereignis ist ”fast sicher”, falls P(Ereignis) = 1
3.1.6 Satz.

(i) X, 3 X =x, ¥ x
i) X, ¥ X =x,%Xx
Beweis:
(i) O.B.d.A. X = 0 (sonst nehme X,, — X). Wir wissen P(X,, — 0) = 1. Zu zeigen
Ve P(|X,| > ¢) "= 0.
Sei € fest. Definiere A, := {w € Q| |Xp(w)| < e VEk >n}. Es gilt also
Al CAyC ...
Sei w € 2 mit X,,(w) — 0. Dann existiert ng € N mit | X, (w)] <e Vn >ng. D.h
w € Ay, Es gilt

{we Q| Xp(w) =0} C | An
hat Wahrscheinlichkeit 1 n€N

Es gilt auflerdem, dass P( |J 4,,) = lim P(A,). Zusammen haben wir:

1=P(|J 4n) = lim P(A,)

n—o0
neN

Nun {w € Q| | Xp(w)] > e} € Q\ A, und damit P(|X,| >¢) <1— P(4,)

= lim P(|X,|>¢) = lim 1 — P(A,) =0
n—oo n—oo

Und damit ist die Implikation gezeigt. Gegenbeispiel fiir die Riickrichtung:
1
X, = {0 mit P(X, =1) =1 und P(X,, =0)=1- 1.

1

L 0<e<l =0 -

n : = X, %o
0 e>1 =0

P(X,>¢) = {

Aber X, }—SXO, denn: Definiere A4,, := {w € Q | Xi(w) = 0 fiir £ > n}, Eigenschaften
von A, also wie im Beweis. Es lasst sich zeigen:

U A, ={we Q| X,(w) = 0} und P(A,) =0

n>1

=P(JA,)=0=P(X,—0)=0
neN

(i) Sei X, ' X, dh. P(|X, — X| > &) "=° 0 Ve > 0. Sei Fy(z) = P(X, < ),
F(z) = P(X < x). Sei € > 0 fest. Es gilt:

Folz)=P(X,<z)=PX,<a2AX<z+e)+P(X, <zAX >z+¢)

<P(X<z+e)=F(xz+e) <P(|Xn—X|>¢)
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3 GRENZWERTSATZE 3.1 Konvergenz von Zufallsvariablen

AuBlerdem:

Flx—e)=PX<z—-e)=PX<z—-eNX,<z)+PX<z—cAX,>21)

<Fo(z) <P(|Xn—X|>¢)

Zusammen:

Flz—¢)— P(|Xn — X| > ) < Fy(2) < F(z +¢) + P(|Xn — X| > ¢)

n—r oo n— oo
— 0

— 0

Nach Quetschlemma: F'(z) = lim F,(x), also X, X,

n—oo
0
Gegenbeispiel fiir die Riickrichtung: X,, = ) mit P(X, =0) =1 =P(X, =1)
Xi=...=X,=X. Setze Y =1 - X.
0 =<0
Fo(z)=P(X,<z)=¢3 0<z<1
1 z>1

und Fy(z) = P(Y <z) = P(X <z) = F(z) = Fy(x). Aber |X,, = Y| =1, d.h.
P(|X,-Y|=1)=1Vn = P(|X,—-Y| >¢) =0 Ve <1 und somit ist keine
Konvergenz gegen 0 moglich.

O]

3.1.7 Satz[Das schwache Gesetz der grofien Zahl]. Seien X1, Xo, ... unabhéngige Kopien
von einer reellen Zufallsvariablen X. Dann gilt:

X1++Xn_[E n—00

P(] (X)|>e) =0 Ve>0

n

d.h. % A E(X). Genauer:

Xi+...+X Var(X
P(|M —E(X)|>e) < ar(Q ) Ve >0
n ne
N—_——
0 falls6
Im Beispiel: Wiirfel X = oy E(X) = 3.
1 sonst

Beweis: Einfach die Tschebyschev-Ungleichung anwenden. X, := f1t=tXn F(X ) =
E(X), Var(X'n) — n% S Var(X) = VarX

n _
Tschebyscheff: P(|X,, — E(X)| > ¢) < % = V;;?X -

3.1.8 Bemerkung[Konvergenzbegriffe, Zusammenstellung].

e Fast sichere Konvergenz:

X, 2 X o Pwe Q] Xn(w) = Xw)h) =1

35



3.2 Borel-Cantelli-Lemma(0-1-Gesetz) 3 GRENZWERTSATZE

e Konvergenz in Wahrscheinlichkeit

n—o0

X, Y X o Pw e Q| [Xo(w) — X(w)| >e}) 22250 Ve>0
e Konvergenz in Verteilung
X, Y X o P(X, <) 22 P(X < )

Interpretation: Fast sichere Konvergenz und Konvergenz in Wahrscheinlichkeit sind Aus-
sagen lber einzelne Ausfithrungen eines Zufallsexperiments. Konvergenz im Verteilungssinne
betrifft das Verhalten im Mittel.

3.1.9 Beispiel[Schwaches Gesetz der grofien Zahl].
e Relative Haufigkeit der ”6” beim Wiirfeln, X; = {”6” beim i-ten Wurf}

e Fairer Wiirfel: E(X;) = p = g, Var(X;) = p(1 — p) = 3 (X; bernoulliverteilt mit
Wahrscheinlichkeit p = %)

e Schwaches Gesetz der grofien Zahlen:

X4+ X, 1 Var($1t=tXn ) 1 5
(R D L o
n 6 ne ne 36
~—
empirisches Mittel = Grenzwert Konvergenzrate
p=E(X)

3.2 Borel-Cantelli-Lemma(0-1-Gesetz)

Hilfssatz zur Untersuchung der Konvergenz von Zufallsvariablen (— starkes Gesetz der
groflen Zahlen).

3.2.1 Notiz[Voraussetzungen].

(i) Es sei (9,&, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, Aj, As, ... eine unendliche Folge von
Ereignissen mit A; € £.
Frage: Welche Ereignisse kommen unendlich oft vor? Etwas préaziser: Wir fragen
nach w € €, die in unendlich vielen A; liegen, in Formeln:

As = {w € Q| w € Ay, fir unendlich viele k}

Beispiel: Auftreten der ”6” beim Wiirfeln. Stichprobenraum Q = {(wi,w2,...)},
w; € {1,2,3,4,5,6}, also eine unendliche Folge von Wiirfen. Wir betrachten die
Ereignisfolge A, Ag,... mit A; = {"6” beim i-ten Wurf}. D.h.

As = {w € Q| wy, = 6 unendlich oft}

(ii) Ao ist ein Ereignis, denn A, lésst sich als

oo
Ay = limsup A, = ﬂ B, mit B,, = U Ap

n—eo n=1 k>n

schreiben, d.h. Ay € &£ und es gilt, dass By D By D ... eine aufsteigende Kette
bilden, weshalb

ﬂ = lim P(B,) (Stetigkeit von Oben)

n—00
n=1
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3 GRENZWERTSATZE 3.2 Borel-Cantelli-Lemma(0-1-Gesetz)

3.2.2 Satz[Borel-Cantelli-Lemma).

o Ist Y P(Ag) < oo, so gilt P(Ax) =0
k>1

e Sind Ay, Ag, ... unabhéngig und ) Ay = oo, dann ist P(A) =1
k>1
Beweis:

(i) Wegen der Konvergenz der Reihe ) Aj gilt, dass lim > P(A;) = 0. Wegen

E>1 n=OE>n
P(By) < Y P(Ag) folgt, dass
k>n

P(As) = lim P(B,) =0

n—oo

(ii) Wir werden zeigen, dass P(AS) = 0. Wegen der Unabhéngigkeit von A, A, ...
sind auch Af, AS, ... unabhéingig und somit ist

n

P10 - Ly [l s

- _P(Ac) -
Dabher ist
lim P( ﬂ AS) =

n—00
=1

(N U 40 = 1im P 45)
n=1k>n k>n

—13 3 c
=liminf, .o A

Also gilt, dass P(AS,) = 0 und somit P(A) = 1.

Es folgt:

O]

3.2.3 Bemerkung. Ohne die Unabhéngigkeit der Ay, As, ... ist (ii) falsch: Mit z.B. Aj,
so dass 0 < P(A;) <1 und A = A Vk, folgt, dass P(Ax) = P(w € A1) € (0,1).

3.2.4 Beispiel.

(i) Wirfeln: A; = {76” im i-ten Wurf} hat die Wahrscheinlichkeit, eine 6 zu wiirfeln,
dh. P(4;) = . Also ist kgl(Ak) = oo und die "6” tritt fast sicher unendlich oft

auf.
(ii) Infinite Monkey Theorem: Affe driickt wohllos (d.h. gleichverteilt) Tasten einer

Schreibmaschine und A; sei das Ergebnis, alle Bande von Shakespeare. Auch hier
ist k1>31(Ak) = 00, d.h. Shakespeare wird co oft geschrieben.

(iii) Urnenexperiment: Seien Uy, Us, ... Urnen mit roten und weien Kugeln, wobei U,
gerade 1 weifle und n® — 1 rote Kugeln hat.

1
P({weile Kugel im i-ten Zug}) = —
n

A;
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a) a=1: > P(4;) = Z%:oo

k>1 n>1
b) a>1: > P(4;) <
k>1

d.h. es werden fast sicher nur endlich viele weifle Kugeln gezogen (im Fall « > 1).

3.3 Starkes Gesetz der groBen Zahl(en)

3.3.1 Beispiel[Urnenexperiment]. Seien Uy, Us,Us, ... Urnen, wobei U,, genau 1 weifle
und n® — 1 rote Kugeln (a € {1,2}) hat.

= P({weile Kugel aus U,, gezogen})

T e
Sei Ay, = {weifle Kugel aus Uy, gezogen} = P(Ay) = k% 2 Falle:

o o= 1:

d.h. es werden fast sicher oo viele weifle Kugeln gezogen

o o= 2:

d.h. es werden fast sicher nur endlich viele weifle Kugeln gezogen.

Bisherige Situation:

Seien X1, Xs,... unabhéngige Kopien von X : 2 — R, deren Erwartungswert E(X) und
die Varianz Var(X) existieren. Sei ferner S,, = X; + ... + X,,. Dann folgt aus der
Tschebyscheff-Ungleichung das schwache Gesetz der groflien Zahlen:

P(’&—[E(X)’<E)—>1 fir n — oo
n

Mit anderen Worten: Fiir n — oo gilt: % ~[E(X)

Koénnen wir die stiarkere Aussage (S—; — E(X) fast sicher) auch zeigen?

3.3.2 Satz[starkes Gesetz der grofien Zahl(en)]. Es gilt £ iy E(X), d.h.

P{we Q| Sn7(lw) — E(X)}) =1 fiirn — o0

Beweisidee (Borel-Cantelli-Lemma): O.E. sei E(X) = 0 und wir betrachten eine Folge
Y1,Y2,Ys, ... auf (2, €, P). Interessante Ereignisse: B¢ = Q\ B, wobei

B={weQ|Y,(w) =0}
Voriiberlegungen: Sei w € (Q fest, dann ist

Yo(w) = 06 |[Yo(w)| >~ VkeN

=
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3 GRENZWERTSATZE 3.3 Starkes Gesetz der grofien Zahl(en)

nur endlich oft.
Sei nun Ej, = {w € Q | |Y,,(w)| > # unendlich oft}. Offenbar gilt By C E» C E3 C ...
und B = () Ef. Daher ist P(B) = P(( E}) = h_}m P(ES) (Stetigkeit von P) bzw.

k>1 k>1
P(B) = P(|J Ey) = lim P(Ey).
]CZI k—o0

Also gilt: P(E) =0 Yk eN= P(B) =0 P(B)=1
Bewets in 3 Schritten.
(i) Konstruktion einer konvergenten Teilfolge von %
(ii) Abschétzen der weggelassenen Folgenglieder
(iii) Stochastische Variante der Dreiecksungleichung fiir (i) und (ii)
Also:
(i) Betrachte die Folge A; i, Aa, ... von Ereignissen mit
Ane = {w € 0] [¥Va(@)| > 1)
Dann ist gerade Ej, = {w € Q | w € A, ;, unendlich oft}.

Konvergente Teilfolge: Setze Y;, = Y2 = % und betrachten die A,2 ;. Wegen der
Unabhéangigkeit der X; in S,, = X1+ ...+ X, ist

n Xi1+...+ X, 1
Var(S—) = Var(u) = —Var(X)
n n n
und mit der Tschebyscheff-Ungleichung folgt:
S, 1. k?
Borel-Cantelli:
k? 1
> P(App) <) —Var(X) = C(k) > — <00
n>1 k>1 n>1
Sp2 (w)
= P(Ey) =0 VkeN= P({we| 2 —0}) =1

(ii) Sei m € N beliebig und n = n(m), so dass

n?><m< (n+1)>°

Wir betrachten die Folge }:/m = ni(T”)(Qm)Q fiir die sich analog zu (i) zeigen lasst, dass
Pwe |2 5mm? gy g
({we ||W|—> ) =1fiir m — oo
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3.3 Starkes Gesetz der groBen Zahl(en) 3 GRENZWERTSATZE

S 2(w Sm'isn('m)2

(iii) Seien A = {w € Q| nli_) — 0} und B = {w € Q| w%gnoo oL 0}.

(i) und (ii): P(A) = P(B) = 1. AuBerdem wissen wir, dass
P(ANB)=P(A)+ P(B)—-P(AUB)
2 <1
>1=PANB)=

Nun ist

Sm Sm Sm — Sn(m)2 Sn(m Sn(m)2 Sn(m)Q

— < =

o S e = e T am )2\ <2 n(m)2 gz 0 Ve € AnB
Also ist

Sm
AﬂBC{wEQHnSU)|—>O}
Aber P(AN B) =1 und daher

P({weﬁl%%o}):l

3.3.3 Beispiel.

(i) ”"Die Bank gewinnt immer”: Gegeben zwei Spieler A und B, wobei A in der n-ten
Runde X, erhilt und B erhélt Y,.
Regel: A gewinnt Runde n, wenn Z,, = X, —Y,, > 0. Annahme: (X,,Y},) seien
unabhéngige Kopien von (X,Y).
Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass A nach n Runden mehr Punkte als B hat:

1 - n—oo
~n Y Lzsopw) "= E(lpsg) =p=p
k=1

Konsequenz: Ist p > %, dann gewinnt A (Bank) langfristig mehr Runden als B.

(ii) Monte-Carlo-Verfahren
e Gesucht: I(f fo z)dz mit f € C([0,1])

o Idee: Berechne Fliache von G C [0,1] X [0, fimax] mit fimax als Maximum von f
durch Zahlen zuféllig gleichverteilter Punkte in G.

e Monte-Carlo-Algorithmus (Fermi, Ulam, v.Neumann; Los Alamos):

— Ziehe Zufallszahlen X, Y, unabhéngig und identisch verteilt, wobei Xj ~
U(0,1), Y, ~ U(0, fmax) (U(z,y) "=" gleichverteilt auf [z, y])

— Definiere Zahlmafl 7, = {1 Vi < fla)
0 sonst
— Berechne
E(Z)=1-P(Y < f(2))+0-P(Y > f(z)) = P{X <1} n{Y < f(z)})}
1 f(z) 1
- P({(X’ Y) © G}) B / / friaxdyda: N friax /f(x)dx
0 0



3 GRENZWERTSATZE 3.4 Zentraler Grenzwertsatz

Starkes Gesetz der grofien Zahlen liefert:

" 1
Jmax Zkf'—sﬁ/f(x)dx
1 0

n
k=

3.4 Zentraler Grenzwertsatz
e Das wichtigste Resultat der Wahrscheinlichkeitstheorie

e Der zentrale Grenzwertsatz ist eine Aussage iiber Konvergenz im Verteilungssinne
(starkes/schwaches Gesetz der grofien Zahlen: Konvergenz in/mit Wahrscheinlichkeit).

3.4.1 Beispiel[Konvergenz in Verteilung].

(i) Seien Xi, Xo,... unabhéngig und identisch verteilte Zufallsvariablen, wobei X, bi-
nomialverteilt zum Parameter p,, € [0, 1] ist, d.h.

n

P(X,=k) = <k>pﬁ(1 — )"
Wir nehmen an, dass p,, der Gestalt sei, dass
lim np, =A>0
n—0o0
Dann gilt

k
: N\ ke nek _ A\
Jim <k>pn(1 pa)" T = e

Also mit anderen Worten
¥ BV DL

n — He
(ii) Approximation der hypergeometrischen Verteilung durch die Binomialverteilung;:

M\ (N-M

(k)(nfk) ~ n %k(l_%)n—k

(N ) k) N N
n

(iii) Es seien Xj, Xo,... unabhéngige, identisch verteilte Kopien einer Zufallsvariablen
X. Dann gilt (falls E(X) und Var(X) existieren)

o 7X1+‘7‘1‘+X" iy E(X)=:m

2
° Var(Xﬁ'ﬁ'JrX") _ Var(X) _.a

N,N—M,M >>n=

n n

D.h. die Varianz von % nimmt mit % ab.

Normierte Zufallsvariablen: X,, = X’@%m = E(X,) =0, Var(X,) = 1.
Frage: 7X1+ﬁ+x’l g
3.4.2 Satz[zentraler Grenzwertsatz]. Es seien X7, Xo, ... unabhéngige Kopien einer normierten
Zufallsvariablen X, d.h. E(X) =0 und Var(X) = 1. Dann gilt
Xi+...+ X0
AEF iy N(0,1)
\/ﬁ ~——
Normalverteilung mit EW 0 und Var 1
b
X o+ X 1 22
< lim P(a < W) .+ Xa(w) <b)=—— [ e 2dx

n—00 \/'71
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3.4.3 Beispiel. n unabhéngige Wiirfe einer fairen Miinze (p = %)

Erwartungswert

o)

#Kopf —
5V

3.4.4 Korollar[Satz von Moivre-Laplace]. Es seien Xi, Xs,... unabhéngig bernoulliv-
erteilt mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € (0,1). Dann gilt

Normierte Verteilung(#Kopf) = Ry (0,1)

X1+...+X, nplv

= N(0,1)
np(l —p)
Beweis: Normierung: Xj — X"%&(’“;, E(Xy) = p, Var(X;) = p(1 —p) O
ar( Xy

Beweis vom zentralen Grenzwertsatz. Wir betrachten die momentenerzeugenden Funk-
tionen (MEF) von X

2
E(e™X) = E(1+ sX + = X2 +..))

2
2
=1+ sE(X) + E[E(X2) +...
D.h. %E(esx ) = E(X*) k-tes Moment, wobei wir annehmen, dass alle Momente
=0
existieren. ’
Beweisidee:
e Konvergenz der MEF
e Limes der MEF ist die MEF von N(0,1)
Berechne die MEF von Z,, = X1 + ... 4+ X,,:
( ) — l}:(e Sn X1+ +Xn)) — [Eeﬁxl
TTEEF) = (BT ) = @0+ X+ S x4
= evn = e - e
Pl vn 2n
n—o0 s2 3 s2
S (14 S om ) = et
2n
Berechne die MEF von N(0,1)
171 ] 2.5
(z=s)" %
E esX / /e_ 2 ¢ dx
N(O,l)( ) o \/ﬂ
—0oQ —0oQ

Aus der Konvergenz aller Momente (in Form der MEF) folgt Konvergenz im Verteilungssinne.

O]
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3.5 Anwendungen von Grenzwertsatzen
3.5.1 Beispiel[Messung physikalischer Grofien].

e Messung einer Grofle Gy (z.B. eine Naturkonstante) mittels einer Messapparatur A;
diese habe einen Messfehler AAq

e Wiederholte unabhéangige Messungen G1, G, G, . . ., nach starkem Gesetz der grofien

Zahlen gilt:
Grf.. +Cn s Cn t2 £(G) = Gy

e Modellierung des Messfehlers Annahmen:

— Messfehler beschrankt, d.h. AAg < oo und symmetrisch um Gg verteilt, also

Gy — AAq < G; <G+ Adg

— Messfehler seien gleichverteilt im Intervall |Gy — AAg, Go + AAg] (typische
" zero-knowledge”-Annahme).

— G, gleichverteilt in [Gy — AAg, Gy + AAg] = E(G;) = Gy, Var(G;) = (A:?)Q

e Wie muss nun n gewahlt haben, damit w ~ (G bis auf einen Fehler € > 07

!
e Zentraler Grenzwertsatz: ]% — G| <e.

1)
n— 1 _a?
:>P(]G1+ +G nGO|§5)%/€ = A
AAG\/g V2T s
. aNeT

Gi+...+G, 1 _ a2 . €
_—_— < ~ — =
& P(| o Gol <¢) NG / e 2dr mitd AGv3n
~aag Vin

e Wir mochten, dass unsere Schitzung (Approximation) S, = % ~ (G bis auf

einen Fehler ¢ > 0 exakt ist, und zwar mit 99%-iger Sicherheit. Wie grofl muss n

sein?
7AZG\/37L
]. 12 !
P(|S, — Go| <¢e) ~ — / e 2dxr=0,99
(‘ n 0‘ = ) m
—ﬁ\/?m

Also nach n auflésen: In Tabellen steht so etwas wie P(X < a) = \/% [f e Tde =

F(a), also
Pla < X <b)=F(b)— F(a)

Es gilt zudem, dass

0,99 =

43
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D.h. bestimme a* > a(n) aus Tabelle und l6se a* = z5-V3n auf, dh. n =
%(a*AAg)2
3

F(Z)| 1 2 |3 |4
0,0 | 0,5000

e Exemplarische Tabelle: 0,1
0,2

3.5.2 Beispiel[Brownsche Bewegung].

e Studien von Bliitenpollen in Losung (Robert Brown, 1827), Beobachtung: Pollen
machen eine Zitterbewegung. Erklarung durch Einstein (1905) und Smoluchowski
(1906) durch ein Partikelmodell: Wassermolekiile stoBen zufillig gegen die Polle =
Zitterbewegung.

e Pro Zeiteinheit At =1 hat man N zufillige, unabhéngige St6fle mit Wasserteilchen

e In Formeln:

— Position des Teilchens vor Beobachtung: x(0)

— Position des Teilchens nach der Zeit ¢t: x(t) = z(0) + Zfz, wobei §; unabhéngig

und identisch verteilte Zufallsvariablen sind, die die Zufallsstoﬁe beschreiben.
— Modellannahme:
x E(&) = 0 (StoBe gleichverteilt aus allen Richtungen)
* Var() = E(€]) =
e Zentraler Grenzwertsatz:
— normierte Zufallsvariablen: & = \/—lﬁm mit E(n;) = 0,E(n?) =1
— Also:

- 1 Vi N—oo
o(t) = w(0) + = Z;m —= N(x(0),t)

4 Statistik

Zentrale Frage: Verteilungseigenschaften (z.B. Erwartungswert, Varianz, Verteilungstyp)
zu gegebene Daten (z.B. Temperatur, Parteienpriferenzen) herausfinden.

Bemerkung|Klassifikation von Daten].

e Nicht-parametrische Statistik: Nominale und ordinale Daten wie z.B. Parteien oder
Ranglisten.

e Parametrische Statistik: Alle Daten, die metrisierbar sind, wie z.B. Niederschlags-
mengen oder Korpergrofien.

Bemerkung[Qualitdt von Daten]. Sind die Daten unabhéngig oder abhéngig, stationir
oder zeitabhangig, ...
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4.1 Parametrische Statistik

4.1.1 Bemerkung[Typische Fragestellungen der parametrischen Statistik ].

2

(i) Schitzung von Parametern, z.B. Erwartungswert p und Varianz o2 von N(u,o?)

(ii) Hypothesentest, z.B. die Antwort auf die Frage ”Sind die Daten normalverteilt?”
oder "Ist Medikament A besser als B?”

(iii) Konfidenzintervalle: Frage nach der Giite von Schétzungen bzw. von Tests.

4.1.2 Bemerkung[Struktur von parametrischen Verfahren].

e Daten / Beobachtungen: x € X mit X C R bzw. X C R". X wird die Stichproben-
menge mit Ereignisalgebra Ex

e Familie von Verteilungen (Kandidatenverteilungen): Pg = {FPy | ¥ € ©} mit z.B.
©CR

o Statistisches Modell: M = (X, Ex, Po) (Wahrscheinlichkeitsraum)

4.1.3 Beispiel[Familie von Verteilungen].
e Messung mit Messfehler: Annahme, dass Fehler unabhéngig und gleichverteilt aus

[0, AA] kommen, d.h.

P@:{fg(x)zé|19>0}:{P19(X§a):%|19>0/\a€[0,19]}

e Binomialverteilung (z.B. beim wiederholten Wiirfeln)

n

Pa= Py =) =} )oa - oy o e o)

4.2 Parameterschatzung

Gegeben: M=(X,Ex, Pg), wobei Pg fest mit unbekanntem 9 € © C R.

Die Abbildung 7,, : X" — © (n-fache Messung) mit T, (x1,...,2,) = ¥ wird Schitzer
genannt. T}, ist eine Zufallsvariable.

4.2.1 Definition. Es sei T}, ein Schatzer fiir 9 € ©. Dann heifit T},

e erwartungstreu, wenn E(7),) = 9

e asymptotisch erwartungstreu, wenn E(T},) ——— ¥

. LW, .
e konsistent, wenn T}, ~—— o fiir n — oo

4.2.2 Definition. Ein Schétzer T,, heif3t bester Schéatzer, wenn

e T, ist erwartungstreu und
e Var(T,) < Var(ﬁ) fiir alle erwartungstreuen Schitzer T,

4.2.3 Beispiel[Fortsetzung vom Beispiel mit der physikalischen Groflenmessung]. Bes-
timmung des maximalen Messfehlers AA mit bekanntem Gy.
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4.2 Parameterschatzung 4 STATISTIK

e Modellierungsannahme: Fehler seien unhabhéngig und identisch gleichverteilt im
Intervall [0, AA] (also ist AA unser unbekanntes ©).

e Problem: Gegeben seien Gy, ..., G, aus [0, AA]. Wie grof} ist das Intervall?

e Verschiedene Schatzer fur ¥ = AA

— T, = 2@t 19 A4 da E(Gy) = 2 [
Eigenschaften von diesem 7T,

zdr = %.

* T, ist konsistent, da aus T, 15 A4 folgt, dass T, LW AA.

x T, ist erwartungstreu, denn

2 P
E(Tn) = ~E(G1+...+Gn) =~ > E(Gi) =AA
=1

— T, = max{G1,...,Gy}. Eigenschaften von diesem T,:
- n AA—e
>x<P(TNSAA—S):HP(GigAA—e):(ﬁ [ ode)" =(1—5)" —
i=1 0
0 Ve € (0,AA], d.h. der Schétzer ist konsistent.

s T, ist nicht erwartugstreu: Es gilt T}, < AA und es gilt

AA 5 AA 1
~ ~ nx"~
E(T,) = /x&l\a:rP(TnSa)d:L‘: /x(AA)”dx

0 0

AA
n .
= (AA)”/x dx—7n+1AA<AA Vn € N

0

d.h. T, unterschitzt AA systematisch

— Neuer Versuch: T, = ”T“T "

x T, ist erwartungstreu, denn

E(T,) = E(T,) = AA

n

x T}, ist sogar ein besserer Schéatzer als T;, im Sinne von:

Var(fn) < Var(T,) Vn>2
* Berechnen der Varianzen von T, I:“n:

Var(T,,) = Var(%(Gl +...4+G)) = %Var(Gl +...+Gy) = éValr(Gi)

_ (AA)? "
 3n
Var(f) = ("2 Var(F) = (CEDAETR) - (E(T))
(AP _ (AA)

= < fiir n > 2
n(n + 2) 3n =

Kleinere Varianz bedeutet schnellere Konvergenz gegen den Parameter.
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4 STATISTIK 4.3 Maximum-Likelihood-Schétzer (MLS)

4.3 Maximum-Likelihood-Schitzer (MLS)

Idee: Fiir gegebene Daten x € X wahlt man ¥ € © so, dass Py die Daten am besten
erklart, d.h. man maximiert die Wahrscheinlichkeit (engl. Likelihood) x € X mittels Py
ZU erzeugen.

4.3.1 Definition. Fiir ein festes Datum z € X heifit die Funktion

Py(X =x) X diskret

V= Lz |9) =
i) {fﬁ(x) = Py(X <z) X stetig verteilt

die Likelihood des Parameters 9 € ©.
4.3.2 Definition. Die Abbildung TM"S(Xy,...,X,) = argmax L(Xy,...,X, | ¥) =

Y€
L_l({%laé(L(Xl, ..., Xy | 9)}) wird MLS des Parameters 9 genannt.
€

4.3.3 Bemerkung.

(i) Die Likelihood-Funktion ist die Reinterpretation der Wahrscheinlichkeit « — Py(-)
als Funktion ¥ — Py(-). Warnung: Py ist kein Wahrscheinlichkeitsma$, kann insb.
also auch grofler als 1 werden.

(ii) Anstelle der Likelihood wird oft die Log-Likelihood
l(xz]|9) =log L(x | 9)

verwendet. Z.B.

_(@-w)? 1
La|m=e 2 x| p)=—5—p?

4.3.4 Beispiel.

(i) Fortsetzung des Messfehlerbeispiels: Seien G1, ..., G, unabhéngig und identisch gle-
ichverteilt aus [0, AA]. Was ist der MLS fir AA?
Daten g1, ...,g, € [0, AA] haben gemeinsame Dichte

e falls AA > max{gy, ..., g0}

faa(giy. o gn) = HfAA(gi) _ {
i=1

0 sonst
MLS: Finde AA, das ﬁ maximal werden lasst und > maxgy, ..., g, ist.
= T,E/ILS(gl, ey On) = MAaxXgl,. .., 0n

(ii) n-facher Miinzwurf: Erfolgswahrscheinlichkeit p € (0,1). Das Datum = € X sei die
Anzahl der Erfolge, d.h.

L(z | p) = Py(X =) = <“>px(1 s

Einfacher: Maximieren der Log-Likelihood:

l(x | p) =log <Z) + xlogp + (n — x)log(l — p)
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Erste Ableitung 0 setzen:

O_ﬂ_g_n—x@ _ T
=5 =, 1P,
(& <0dh p=2 = argmax l(z | p)).
P pe(0,1)

T}LWLS = % ist konsistent und erwartungstreu: Schreibe x als x = Y7 + ...+ Y,, mit

Vie0,lmit P(Y;=1)=1-PY;=0)=p
1
= E(TMS) = ZE(Y1 +...Y,) = ﬁ[E(Yi) = p (erwartungstreu)
n n

Yi+...4Y,
rT_nht...tr fs, E(Y;) = p (konsistent:
n n

f.s.
— p =

i.W.
—p)
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4.3.5 Bemerkung[AbschlieBende Bemerkungen].

(i) Ein Schétzer sollte mindestens konsistent bzw. asymptotisch erwartungstreu sein,
ansonsten gilt: Anything goes!

(ii) Erwartungstreue bedeutet, dass ein Schétzer im Mittel das Richtige tut (d.h. weder
tiber- noch unterschétzt).

(iii) MLS bedeutet, dass das Modell M = {X, Ex, Py} die vorhandenen Daten am besten
erklart (im Sinne der Maximierung der Wahrscheinlichkeit). MLS sind immer kon-
sistent (Beweis schwierig).

(iv) Fiir normalverteilte Daten entspricht die MLS der Minimierung der Fehlerquadrate

(Ausgleichsproblem):
n n
1 (g =p) 1 ;— p)?
argmax H e m? = argmin M + nlog o 4+ const
m,o =1 ov2m w,o i=1 o

4.4 Parameterschatzung: Konfidenzintervalle

Im Folgenden sei M = {X,Ex, Po} ein Modell zu gegebenen Beobachtungen z1,...,x, €
X.
Bisher: Punktschatzung von 9 € ©® C R z.B. via Maximum-Likelihood-Schétzung

T (z1,...,xy) = argmax L(z1,..., 2, | V)
Y€

Py(X ==x) diskret

mit der Likelihood-Funktion L(x | ¢) = .
fo(zx) stetig

4.4.1 Beispiel. n-facher Miinzwurf, z = #Kopf mit unbekanntem Parameter p € (0, 1)

L(z | p) = <Z>p‘””(1 -p)" "

T

Schétzer: relative Haufigkeit % logL(x |p)=0&p= z
Probleme:
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4 STATISTIK 4.4 Parameterschitzung: Konfidenzintervalle

e Maximum nicht eindeutig
e T, (x) sehr sensitiv gegentiber z

Jetzt: Schitzung eines Bereichs (Intervall), in dem ¢ € © mit hoher Wahrscheinlichkeit
liegt.

4.4.2 Definition. Eine Abbildung C : X — 29 2+ C(x) C © hieBt Konfidenzintervall
zum Irrtumsniveau o € (0, 1), wenn

Vi € © Pﬂ({meX\ﬂeC(x)})21—a<:>i%fP19({xeX\z9€C(x)})Zl—a

4.4.3 Notiz[Problem]. Wie rechnet man Py und damit dann C(x) aus?
4.4.4 Beispiel.
o Wieder Miinzwurf mit dem Schétzer T, (x) = * fiir p (bester Schétzer).
o Wir setzen C'(z) = (T —¢, % +¢) mit € > 0.
e Wie grofl muss ¢ = e(«) gewéhlt werden?
e Hier: pc C(z) & |7 —pl <e, dh.
P{zeX|peC@) 2z1-as P> —pl2e)<a

Zwei Moglichkeiten, Py zu berechnen:
(i) Tschebyscheff-Ungleichung:

x Var(7)  np(l—p) p(l—p) _ 1 : 1
P(‘ﬁ_p‘ >e) < €2n == 57 == < e da p(1—p) Parabel mit Max. bei 1

mit x Summe von bernoulliverteilten Zufallsvariablen.

Konfidenzintervall: Py(|Z —p| > ¢) < ;5 < a, d.h.
1

2v/no

tut es. Zahlenbeispiel: o = 0.0025, n = 105, ¢ = 0,01 (also Schitzung bis auf
zwei Nachkommastellen genau).

—<a=e=
dne? —

(ii) Genauer: Zentraler Grenzwertsatz (Moivre-Laplace).

p(1-p)
x T —np n _az?
Py(|— —pl<e) = Py(|—| < ¢ R~ / e zdx
(|n <e) ( np(l—p)| p(l—p)) 27

—€

—

nach zentralem Grenzwertsatz fiir n >> 1. Berechnung von ¢ = () mittels

Normalverteilungstabelle:

a a a 0
! /—”fd 2 /—fd 2 (/ / )= 2F(X < a)—1
—— e r = —F/— e r = —F— e — L) = a)—
V2m V2m V2 ——
—a 0 —00 —00 s. Tabelle
——
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Zahlenbeispiel: F(X < a) > 1—§. a = 0.025, bestimme a, so dass F'(X <
a) > 0, 9875.

a=c¢ (1_ )>26f

Fiir n = 10° ergibt sich € ~ 107, also genau auf 5 Nachkommastellen.
4.4.5 Bemerkung.

(i) Die Wahl eines Konfidenzintervalls ist nicht eindeutig; in der Regel héngt es von den
Approximationen fiir Py ab (vgl. Beispiel 2 Nachkommastellen vs 5 Nachkommas-
tellen).

(ii) In der Praxis soll das Konfidenzintervall moglichst klein gewéhlt werden. Wie?
e Beim Miinzwurf fiir festes p und n gilt: Zigi{)‘_l B(xz;n,p), > " B(x;n,p) <

T=Tmax+1

S, d.h. #Kopf liegt mit Wahrscheinlichkeit > 1 — a in {Zmin, - - ., Tmax}
e C={(z,p) eXx0O|peC(z)}
e C(p)={xr € X | (x,p) € C}, es gilt inf, P,(C(p)) > 1 -«

e Wihle nun C(p) moglichst klein (d.h. xp,i moglichst grofl und xpyax moglichst
klein) und setze

C(x):={pe®|recC(p)}
als Konfidenzintervall.

4.4.6 Beispiel. 2 normalverteilte Zufallsvariablen mit X ~ N(u,1), Y ~ N(A,1) mit
unbekanntem p, A € R und zwei Schitzungen:
X,n: Xi+...+ X,
n

- Yi+...4Y,
Ym 1+ + Y

m

Es sei X,, # Y,,. Folgt daraus, dass 1 # X (fiir ein gewisses a € (0,1))?

4.5 Von Konfidenzintervallen zu Hypothesentests

4.5.1 Beispiel[Signifikanz unterschiedlicher Schitzungen].

e Seien X ~ N(px,0%), Y ~ N(uy,o%) unabhingig mit bekannter Varianz o3 =

2 2
Oy — 0.

e Gegeben seien Schiitzungen X,, = M und Y, M

e Nun sei X,, # Y,,. Konnen wir davon ausgehen, dass uxy # py innerhalb der
statistischen Schwankungen der Schétzer?

e Miissen also testen, ob die Konfidenzintervalle von X,, und Y;, iiberlappen.

e Idee: Konfidenzintervall fir ¥ = ux — uy

L 11
X, — Yy ~ N(ux — py,0%(= + —)) ,da Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) falls X,Y unabh.
—— n.om
Linearitéat

Als0r Pyg({|Xn—Tin| < €3) = Py (| TV < 2 fomy - L (537 o5 g

50



4 STATISTIK 4.6 Hypothesentests

e Setze ein Irrtumsniveau 0 < o < 1 fest und berechne € = e(«), so dass Py —p (. ..) >
1 — a wird. (Tabelle)

e Dann ist es plausibel anzunehmen, dass ux = py, wenn

1 X, — Y| <e(a)

e Interpretation: [—¢, €] ist der Bereich, der von X,, —Y,, mit Wahrscheinlichkeit 1 —«
getroffen wird, wenn pux = py .

4.6 Hypothesentests
(i) Fiir ein gegebenes Modell M = {X,Ex, Po} seien:

(il) © =OgUBO1, Og N O = und die Aussagen
e Hy="9 € Oy (Nullhypothese)
o Hi =79 € 0;” (Gegenhypothese)
(Im Beispiel: © = R?, ©g = {ux # py}, ©1 = {ux = py})
(iii) Fir ein vorgegebenes Irrtumsniveau « € (0,1) definieren wir:
e Fehler (Irrtum) 1. Art: ¥ € Oy, aber Hy wird verworfen (< H; wird anerkannt)
e Fehler (Irrtum) 2. Art: ¥ € O, aber Hy wird akzeptiert (< H; wird verworfen)

Unser Test soll so sein, dass ein Fehler 1. Art mit Wahrscheinlichkeit < « vorkommt.

(iv) Entscheidungsregeln: ¢ : X — [0, 1] (" Test” genannt):

0 = Hp wird angenommen

e deterministisch: p(x) = )
1 = H; wird verworfen

e randomisiert: H; wird mit Wahrscheinlichkeit ¢(z) € [0, 1] angenommen.

4.6.1 Bemerkung.

i

(i) Im Beispiel waren Hy = "ux = py”, H1 = "ux # py” und ¢ ein deterministischer

Test

0 ,X,— Yy €[-¢(a),sl@)]zua>0

Tlyeeey Ty Yly - - s = , - )
Pl no ¥t ym) {1 , sonst, dh wenn X,, — Y,,, aulerhalb des Konf.intervalls liegen

(ii) Die Hypothesen Hy und H; sind nicht gleichberechtigt, und es ist Konvention, Hy
und H; so zu wiahlen, dass der Fehler 1. Art der gravierendere ist. Bsp: Hy =
"Es brennt”, H; = ”Blinder Alarm” oder Hy = ”Der Angeklagte ist unschuldig”,
H, =7 ..schuldig”.

(iii) Der eigentliche Test ¢(z) wird erst nach dem Festlegen der Entscheidungsregel (d.h.
nach Def. von ¢) durchgefiihrt.

Was ist ein (guter) Test?
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4.6.2 Definition[Giitefunktion]. Es sei ¢ : X — [0, 1] gegeben.
Wir nennen R = {z € X | p(z) = 1} die Ablehnungsregion (engl. "rejection region”) und
definieren die Giitefunktion

Gy :0 = [0,1],G,(9) = Ey(p(x))

4.6.3 Definition. Gilt G,(¥) < o V¥ € O, dann heifit ¢ Test zum Irrtumsniveau
aec(0,1).

4.6.4 Bemerkung.
(i) Ist der Test deterministisch, so gilt G, () = Ey(xr(7)) = Py(X € R)

(ii) Gy (¥) gibt den Fehler 1. Art an, wenn ¢ € Og; fiir ¥ € Oy ist 1 — G, (¢¥) die
Wabhrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art.

(iii) Idealerweise soll G, (1) fiir ¥ € ©1 mdglichst nahe an 1 liegen.
4.6.5 Beispiel.

e H. behauptet, hellsehen zu konnen. Wir stellen H. auf die Probe und lassen H. die
Farbe von verdeckten Spielkarten bestimmen.

e ad (i): Modell n = 32 (Spielkarten), X = {0,1,...,32}

Rox =) = (P)orto - oy

e ad (ii): © = {1} U (3,1] und Ho = "H. kann nicht hellsehen” = "9 = 3”
und Hy = "H. kann hellsehen” = "9 € (3,1]”

4.6.6 Bemerkung. Es seien
(i) ein parametrisches Modell M = {X,Ex, Po}

(ii) Parameterbereich ® = ©¢ U 01, ©9 N ©1 = () und Hypothesen Hy = "¢ € Oq”,
Hy =79 € 0"

(iii) ein Irrtumsniveau o € (0,1) (beschrénkt die Wahrscheinlichkeit fiir Fehler 1. Art)

(iv) Entscheidungsregel (Test) ¢ : X — [0,1], die angibt, wann Hy verworfen und H;

0 = H
0 deterministisch).

akzeptiert wird (z.B. ¢(x) =
p (2B ¢(a) {1 o

Zur Erinnerung: Giitefunktion G, (9) = Ey(p). ¢ Test zum Niveau a & G, (¥ € Og) < «

4.6.7 Beispiel. H. behauptet, hellsehen zu konnen. Wir lassen H. dieFarbe von n = 32
verdeckten Spielkarten erraten.

ad (i) Modell: X ={0,1,...,32} 5 z Anzahl der Treffer

Py(X =) = (32> 951 — )32

X
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4 STATISTIK 4.7 Likelihood-Ratio-Tests

ad (ii) © = {3} U(3,1] mit Hy = "9 = 3” (H. kann nicht hellsehen) und Hy = "9 € (3,1]”
(H. kann hellsehen).

ad (iii) Setze a = 0.05 fiir Fehler 1. Art.

ad (iv) Wéhle einen deterministischen Test

0 ,x<c= Hy
p(x) =
1 ,x>c= H;

wobei ¢ so gewihlt ist, dass "Wahrscheinlichkeit fiir Fehler 1. Art” = Gy(3) < a.

32 32
Goly) =Py (x 20 =3 (P) g1 7 =30 (%) g <a

Ir=cC

ist fiir ¢ > 19 erfiillt, d.h. H. muss mindestens 19 Karten richtig erraten.

e Fehler 2. Art: Z.B. sei ¥ = 0.6 € ©;. Dann ist P(Fehler 2. Art) = 1 —
32
Gp(0.6)=1— > (°1)0.6" - 0.43277 ~ 0.4
=19
e Miisste H. alle 32 Karten richtig erraten, entspriache das einem Irrtumsniveau
& = (3)%2, selbst fiir ¥ = 0.99 (d.h. H. kann ziemlich gut hellsehen), betrigt die
Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art P(Fehler 2. Art) = 1 —0.9932 ~ 0.28

4.7 Likelihood-Ratio-Tests

Auch genannt Likelihood-Quotienten-Tests bzw. Alternativtests. Es geht um Testver-
fahren mit der Eigenschaft

P(Fehler 1. Art) < a A P(Fehler 2. Art) minimal (bester Test)

Vereinfachende Annahme: © = {¢o}U{d1} bzw. © = {0}U{1} dh. wir betrachten Modelle
der Form M = {X,Ex, Py U P} und Hypothesen Hy =79 = 0" bzw. H; =79 =1".
Idee: Man verwirft die Hypothese mit der geringeren Likelihood.

Py(X =x) X diskret

Likelihood L(x [ 9) = ¢, .
T+ Py(X <z) X stetig
4.7.1 Definition. Es sei Ly(x) = L(z | ¥) eine Likelihood-Funktion. Dann heift

Li(x
R(z) = 28 falls Lo(x) #0
00 , falls Lo(z) =0

Likelihood-Quotient (engl.: "likelihood ratio”).

4.7.2 Definition[Neyman-Pearson-Tests (NP-Test)]. Es sei {X,Ex, Py U P} fest mit
Hypothesen Hy =79 =07, Hy =”9 = 1”. Die Abbildung ¢* : X — [0, 1] heifit Neyman-
Pearson-Test zum Irrtumsniveau « € (0, 1), wenn es ein ¢* > 0 gibt, so dass

0 (= Hy),R(z) <c*
e (x) =411 (= Hy),R(z)>c*
v (H; mit Wahrscheinlichkeit v), R(z) = ¢*
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wobei v so gewahlt ist, dass

a= Ey_o(¢") =Py—o({z | R(z) > '}) + 7Py—o({z | R(z) = c"})
———

Giitefunktion

(Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art)

4.7.3 Satz[Neyman-Pearson-Lemma]. Sei R(z) ein Likelihood-Quotient mit Lo(x)+L;(x) >
0 Vz € X. Dann gilt:

(i) Jeder NP-Test zum Niveau « ist bester Test.
(ii) Es gibt immer einen NP-Test.

(iii) Jeder beste Test zum Niveau « ist fast sicher (d.h. bis auf Nullmenten C X) ein
NP-Test.

Beweis:

(i) Wir miissen zeigen, dass 1 — Ey—1(¢*) minimal ist. D.h. wir miissen zeigen, dass
Ey—1(¢*) > E1(p), wobei ¢ beliebiger Test zum Niveau « ist (d.h. Eo(p) < a). O.E.
nehmen wir an, dass © € X stetig sei und setzen

g(x) = (¢"(x) = ¢(x))(L1(x) = " Lo(x)) = 0

Unter der Annahme g > 0 gilt dann
0< / g(e)de = / ("(2) — p())(La(x) — ¢* Lo(z))da
- / (6"(2) — p(@)) fo()dz — / ("(2) — p(2)) folx)dz

=E1(¢" — ) — c"Eo(¢™ — )

D.h. Ei(¢*) > E1(p) = ¢* ist bester Test.
Es bleibt zu zeigen, dass g > 0. Wir unterscheiden drei Falle:

a) R:%<C*<:>L1—C*L0<O/\<p*:0. Folglich ist g > 0
b) R=5>cALg+ L1 >0= L1 —c¢' Lo >0 Ag*=1=g>0
c) R:%:c*igzo

(ii) Wir miissen zeigen, dass ¢* > 0 und v € [0, 1] existieren.

e Sei ¢ > 0 und definiere a(c) = Py(R > ¢) und a(c) = Py(R > ¢) > a(c). Dann
gilt a(c) =1 — Py (R < ¢) mit a(0) =1 und li)m ac) =0.

e a(c) erbt die Rechtsstetigkeit. Wir konnen daher setzen:
c =inf{c>0]|alc) <a}

so dass a(c*) > a > a(c*). Wir betrachten zwei Falle:

a) a(c) = a(c). Dann a(c) —a(c) = Pp(R>¢) — Py (R>c¢)=Py(R=¢)=0
und wir konnen y = 0 setzen, so dass ¢*(z) = X{R(z)>c+}(7). In diesem
Test ist [E()((p*) = [EO(X{R(CC)>C*}) =«
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b) a(c*) < @(c*). Dann kénnen wir v = a(ac*_)oi(c*z,* = a;ﬁ)}%}i;c)*)

o setzen, denn
dann ist Eg(¢*) = vPy(R=¢*) + Po(R > ¢*) =«

(iii) Sei ¢ ein bester Test mit Eg(¢) = . Wir miissen zeigen, dass

bis auf Nullmengen in X.
Da ¢ bester Test ist, gilt E1(¢) = E1(¢*). Aus (i) wissen wir zudem, dass Eq(¢* —
) > [g>0. Also gilt [ g =0, d.h. g(z) = 0 bis auf Nullmengen.
Nun ist g = (¢* — ¢)(L1 — ¢*Ly). Fiir fast alle z € {y | R(y) # ¢*} muss also
©*(z) = () sein.
Fiir R(x) = ¢*, d.h. Ly — ¢*Lo = 0 konnen zwei Falle auftreten:

a) {z | R(z) = ¢*} ist eine Nullmenge.

b) {z | R(z) = ¢*} hat positives MaB, dann ist wegen Eo(p) = 7Po(R = ¢*) +

Py(R > ¢*) = a und damit v = 0 oder v = %, d.h. ¢ ist NP-Test.

O

4.8 Anwendungen Hypothesentests

e Alternativtests mit Modell M = {X,Ex, Py U P;} mit Hypothesen Hy = "¢ = 07,
H1 — ”19 — 177

e Neyman-Pearson-Lemma: Alle Tests ¢* der Form

0 ,R(z)<c
' (x)=4¢1 ,R(z)>c*
v ,R(x)=c*

mit R als Likelihood-Quotient, ¢* > 0 und v € [0, 1] mit der Eigenschaft

vRh({z | R(z) = '}) + RB({z | R(z) > '}) ==

=Eo(¢*)

sind beste Tests. Umgekehrt sind alle besten Tests fast sicher von der oben genannten
Form.

o L(z|1)>> L(z | 0) = wahle H;
o L(z|0)>> L(x | 1) = wahle Hy

4.8.1 Beispiel[Filterung varrauschter Signale]. Problem: o >> pg — ju1.
Annahme: Signal ist normalverteilt mit unbekanntem Erwartungswert 4 € R und bekan-
nter Varianz o2.
(i) Modellierung: n unabhéngige Messungen x1,...,z, € R = X und wir haben die
(2—p)?
1 —_—

Kandidatenverteilung f,(z) = i

. . . _ f.s. . .
(ii) Schéatzer fir u: z, = w =2 p fiir n — oo (erwartungstreuer, konsistenter

Maximum-Likelihood-Schétzer).
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(iii) Definiere Beobachtungsdatum: z,, = “+=+2s Wollen die Likelihood-Funktion bzw.
-Quotient haben:

L(z | )

L(z | po)

wir brauchen also die Likelihood-Funktion (Dichtefunktion) von z,. Wir wissen,
dass x; ~ N(p,0?). Also gilt:

R(z) =

2

o
2y~ N,
n~ N(u,—-)
— . . 1 _n(ﬁ_u)2 .
& T, hat die Dichte fy,(z) = /52 22 . Also ist

- +
_”(M12M0)(M12M0 —z)

Riz) = 28 _ 502 —po)) _

a qu(IU)
ZB. up=0,pu1 =1 R(z) = e 2z

(iv) Ein Neyman-Pearson-Test mit c¢* = 1 wire also ¢*(z) = Lipy)>1} = ]l{x>%} (das
Ereignis {x | R(xz) = 1} hat Wahrscheinlichkeit 0, d.h. Py({z | R(z) = 1}) = 0, so
dass v = 0 ist).

(v) Irrtumsniveau von ¢*: Fehler 1. Art hat die Wahrscheinlichkeit

o = Eof¢") = Po({ | Bla) > 1}) = Po({ | > 1))
Fehler 2. Art hat Wahrscheinlichkeit
B=1-FEi(g")=1-P(fz|z> 2}) = Al{r |2 < 1)) = B{r |2 < —2))
Denn: X — X +a = E(X) — E(X)+a. Nun:

):Pg(x>%):oz

N -

§=P{r |z < —3}) = Pofa >

In Zahlen:
a) n=o0% a=1-P(z<3)=1-F(3)~0.31

b) 0?2 =1,n=100: a = 3 =~ 0.
Tabelle: Umrechnen von normalverteilten ZV mit Varianz %
malverteilte ZV

in standardnor-
x~N0,1)<Y =

4.8.2 Beispiel[Sequentielle Tests].

e Wiederholte Beobachtung, solange
A< R(z)< B

und wéhle Hy wenn R(z) < A bzw. H; wenn R(z) > B.
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