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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

1. Finde lokale Extrema und Sattelpunkte der ganzrationalen Funktionen.
Berechne diese Punkte mit Hilfe der 1.Ableitung und einer Tabelle:

f(x)=x*+32x+49 1Extremum
f(x)=x*-32x+33 1Extremum
f(x)=2x"-3x"-12x+5 2 Extrema
f(x)=x"—6x"+9x+1 2 Extrema
f(x)=x"+3x>-9x+13 2 Extrema
f(x)=2x"-9x" +12x 2 Extrema
f(x)=x"+3x>+3x 1Sattelpunkt
f(x)=x"—9x" +27x 1Sattelpunkt
f(x)=x2(5—x)3 2 Extrema +1 Sattelpunkt

f(x)=(x*+4x’ )3 1Extremum +2 Sattelpunkte

f(x)=(2x—x2)3 1Extremum + 2 Sattelpunkte

f(x)= (3x2 +x° )3 1Extremum + 2 Sattelpunkte

weiter auf der nachsten Seite (?



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

2. Finde lokale Extrema und Sattelpunkte der ganzrationalen Funktionen.

Berechne diese Punkte (falls moglich) mit Hilfe der 1. und 2.Ableitung.

Falls die 2.Ableitung fur bestimmte Punkte kein Ergebnis liefert (d.h. 2.Ableitung ist Null),
dann benutze (nur) fur diese Punkte das Tabellenverfahren:

f(x)=x"—8x+2
f(x)=x"+2x+3
f(x)=x"-9x" +15x -3
f(x)=3x"-125x" +2160x
f(x)=x"=5x"+5x+1
f(x)=x"=3x"+3x+7
f(x)=x"—8x"+22x* —24x+12
f(x)=3x"—9x> —27x+30
f(x)=3x"-3x+5
f(x)=2x"—6x"+6x
f(x)=x"+5x"+5x-1

f(x)=x(4—x)3

2m) f()c):4(x—1)3+(x—l)4

Die Losungswege beginnen auf der nichsten Seite ...

1Extremum

1Extremum

2 Extrema

4 Extrema

2 Extrema + 1 Sattelpunkt
1 Sattelpunkt

3 Extrema

2 Extrema

2 Extrema

1 Sattelpunkt

2 Extrema + 1 Sattelpunkt
1Extremum + 1 Sattelpunkt

1Extremum + 1 Sattelpunkt




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Losung zu1a

f(x)=x"+32x+49

Lokale Extrema, Sattelpunkte

|1 .Ableitung und Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

Wir bilden die 1.Ableitung der gegebenen Funktion : Dazu wenden

wir zuerst die Summenregel an, und danach die Potenzregel :

i =1
| Die gegebene Funktion lautet :

|
|
| f(x)=x"+32x+49 i
| Wir wenden die Summenregel an : i
|

f'(x):ix4+i32x+i49 :
dx dx dx !

| Nun wenden wir die Potenzregel an : |
|

|

|

Wir setzen die erste Ableitung gleich Null :
Fom -
|

4x°+32=0

e -
Wir lésen diese kubische Gleichung :

L

l4x” +32=0

i Auf beiden Seiten 32 subtrahieren :
| 4x’ =-32

i Beide Seiten durch 4 teilen :

i ¥ =-8

i Quadrieren der Gleichung :

() =8y

| x° =64

i Lose die Potenzgleichung durch Wurzelziehen :

| x=44/64 =42

i Die Probe ergibt, dass nur x = —2 eine Losung ist.
|

|

|

|

|

Die Stelle x = -2 ist ein mogliches Extremum / Sattelpunkt.
i_Diese Stelle miissen wir nun weiter untersuchen.



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Verlauf der 1.Ableitunguntersuchen:

| Die Nullstelle der 1.Ableitung lautete : x =—2. Wir tragen diese Nullstelle der R

| 1.Ableitung in eine Tabelle ein, sowie zusdtzlich die Intervalle vor und nach dieser Stelle :

i Um zu berechnen, ob es sich bei x = —2 um ein Minimum, Maximum oder Sattelpunkt handelt,

[ x Gewahlt | 1.Ableitung | Funktion
| | —co bis —2

| -2 —— Null horizontal
| =2 bis

|

|

| miissen wir untersuchen, ob die Funktion in den Intervall vor bzw. im Intervall nach dieser Stelle

| steigt oder fiillt, indem wir die 1. Ableitung in diesen Intervallen untersuchen.

i Dazu wdhlen wir aus jedem Intervall eine Stelle, z.B. die beiden Stellen x = —10 und x =0 :

Erste Ableitung : f'(x) =4x’ +32
Erste Ableitung an der Stelle x = —10 : f’(—10) = 4-(—10)3 +32=-3968 <0
Erste Ableitung an der Stelle x =0 : f'(O) =4-0°+32=32>0

in die Tabelle eint ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fdllt :

X Gewahlt | 1.Ableitung | Funktion
- bis -2 -10 negativ fallt

-2 -—— Null horizontal
-2 bis « 0 positiv steigt

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| Da wir nun in allen Intervallen die Steigung (1.Ableitung ) kennen, konnen wir
[
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Nun kénnen wir ablesen, ob x = —2 ein Maximum, Minimum oder Sattelpunkt ist :

i_Weil die Funktion vor der Stelle x = =2 fillt und nach ihr steigt, hat sie bei lx=—2ein Minimum|._l




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

!_Wir haben bereits x - Koordinaten des Minimums berechnet : 1

x = -2 ein Minimum

Um die y - Koordinate des Minimums zu berechnen, setzen wir die
x - Koordinate in die gegebene Gleichung ein, welche lautete : f(x)=x" +32x+ 49

Lf(—2):f(x)=(—2)4+32-(—2)+49: |

Ergebnis:

' Das Minimum der Funktion hat folg ende Koordinaten : |

(—2 / ]) ist ein Minimum

Graph:

O-NWP,L,POIONOOO




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Losung zu1ib

f(x)=x"—-32x+33

Lokale Extrema, Sattelpunkte

|1 .Ableitung und Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

Wir bilden die 1.Ableitung der gegebenen Funktion : Dazu wenden

wir zuerst die Summenregel an, und danach die Potenzregel :
T T T T ——————— oo =1
| Die gegebene Funktion lautet : :
| |
' f(x)=x"-32x+33 !
i Wir wenden die Summenregel an : i
| d d d |
| f(x)=—x"——32x+—33 l
! dx dx dx !
I Nun wenden wir die Potenzregel an : |
|
|
|

Wir setzen die erste Ableitung gleich Null :
FemTT 1
|

4x°-32=0

e —
Wir l6sen diese kubische Gleichung :

i Auf beiden Seiten 32 subtrahieren :

| 4x’ =32

| Beide Seiten durch 4 teilen :

i x =8

i Lése die Potenzgleichung durch Wurzelziehen :
|

Il x=38 =2

Die Stelle x = 2 ist ein mogliches Extremum / Sattelpunkt.

i_ Diese Stelle miissen wir nun weiter untersuchen.



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Verlauf der 1.Ableitung untersuchen:

!_Die Nullstelle der 1.Ableitung lautete : x = 2. Wir tragen diese Nullstelle

| . . . .
! in eine Tabelle ein, sowie zusdtzlich die Intervalle vor und nach dieser Stelle

X Gewabhlt: | 1.Ableitung | Funktion
- bis 2

2 -——— Null horizontal |< zu untersuchende Stelle
2 bis «

Um zu berechnen, ob es sich bei x = 2 um ein Minimum, Maximum oder Sattelpunkt handelt,
miuissen wir untersuchen, ob die Funktion in den Intervall vor bzw. im Intervall nach dieser
Stelle steigt oder fdllt, indem wir die 1. Ableitung in diesen Intervallen untersuchen.

Dazu wdhlen wir aus jedem Intervall eine Stelle, z.B. die beiden Stellen x = 1 und x =3 :

Erste Ableitung : f’(x) =4x’ - 32

Erste Ableitung an der Stelle x =1 : ’(1) =417 -32=-28<0

f
Erste Ableitung an der Stelle x = 3 : f’(3) =4-3-32=76>0

Da wir nun in allen Intervallen die Steigung (1.Ableitung ) kennen, kénnen wir
in die Tabelle eint ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fdllt :

X Gewahlt | 1.Ableitung | Funktion
—o bis 2 1 negativ fallt

2 -—- Null horizontal |< Minimum
2 bis « 3 positiv steigt

|
| Nun kénnen wir ablesen, ob x = 2 ein Maximum, Minimum oder Sattelpunkt ist :

|
LWeil die Funktion vor der Stelle x = 2 fillt und nach ihr steigt, hat sie bei lx = 2 ein Minimum |.J




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

| Wir haben bereits x - Koordinaten des Minimums berechnet : |

x = 2 ein Minimum

x - Koordinate in die gegebene Gleichung ein, welche lautete : f(x)=x" —32x+ 33

|
|
|
I
! Um die y - Koordinate des Minimums zu berechnen, setzen wir die
I
|
|

| f(2)=r(x)=2"-32-2+33=|=1)

Ergebnis:

T T T T T T T T LT T T T T T T T T T T T T T T T T T T -
|
|

Das Minimum der Funktion hat folg ende Koordinaten :

| (2 / —]5) ist ein Minimum i

20

15 ¢

10 ¢

-10 ¢

-15 ¢




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Losung zuic

f(x)=2x"-3x"—12x+5

Lokale Extrema, Sattelpunkte

|1 .Ableitung bilden und Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

Wir bilden die 1.Ableitung der gegebenen Funktion : Dazu wenden

wir zuerst die Summenregel an, und danach die Potenzregel :
et |
| Die gegebene Funktion lautet : :
| |
if(x):2x3—3x2—]2x+5 i
| Wir wenden die Summenregel an : !
| |
: f'(x) =i2x3 —i3x2 —i12x+i5 :
! dx dx dx dx |
| Nun wenden wir die Potenzregel an: |
|
|
|

| (x)=6x7 —6x—12

|
(-

______________________________ _
Wir setzen die erste Ableitung gleich Null :
it n
| 6x° —6x—12=0
Lo~ 4

Wir lésen diese quadratische Gleichung mit der

Losungsformel fiir quadratische Gleichungen :

r-—H~"F"F""""™"™"™"""™""™""™""™""™""™"/- """ Tt Tttt -1
| L _ThENb —dac ~(=6)#\(-6) —4-6-(-12) 6324 _6+18 |
o 2a 2.6 12 12

|

|

i x, =2

|

|

|

|

|

|

I Die Stellen x, = 2 und x, = —1 sind mégliches Extrema bzw. Sattelpunkte.
| Diese Stellen miissen wir nun weiter untersuchen.
[



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Verlauf der 1.Ableitunguntersuchen:

| Die Nullstellen der 1. Ableitung lauteten : x =2 und x =—1. Wir tragen diese Nullstellen

X Gewahlt | 1.Ableitung | Funktion
—oo bis —1
-1 -—— Null horizontal
-1 bis 2
2 -—— Null horizontal
2 bis «©

Erste Ableitung :

Erste Ableitung an der Stelle x = -2 :
Erste Ableitung an der Stelle x =0 :

Erste Ableitung an der Stelle x = 3 :

|
U'in eine Tabelle ein, sowie zusdtzlich die Intervalle vor und nach diesen beiden Stellen :

< zu untersuchende Stelle

< zu untersuchende Stelle

Um zu berechnen, ob es sich bei x =2 und x = —1 um Minima, Maxima oder Sattelpunkte handelt,
miuissen wir untersuchen, ob die Funktion in den Intervallen vor bzw. nach diesen Stellen

steigt oder fdllt, indem wir die 1. Ableitung in diesen Intervallen untersuchen.

Dazu wdhlen wir aus jedem Intervall eine Stelle, z.B. die Stellen x = -2, x =0 und x =3 :

f'(x)=6x"—6x-12
f(-2)=6-(-2)" -6-(-2)-12=24>0
f'(0)=6-0°-6-0-12=-12<0
f'(3)=6-32-6-3-12=24>0

X Gewahlt | 1.Ableitung | Funktion
—oo bis -1 -2 positiv steigt
-1 -—— Null horizontal
-1 bis 2 0 negativ fallt
2 -—— Null horizontal
2 bis «© 3 positiv steigt

| 1. Weil die Funktion vor der Stelle x = —I steigt und nach ihr fdllt, hat sie bei lx = —1 ein Maximum).

Da wir nun in allen Intervallen die Steigung (1.Ableitung ) kennen, kénnen wir
in die Tabelle eint ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fdllt :

<= Maximum

<= Minimum

Nun kénnen wir ablesen, ob x = 2 und x = —1I ein Maximum, Minimum oder Sattelpunkt ist :

| 2 Weil die Funktion vor der Stelle x = 2 fdllt und nach ihr steigt, hat sie bei lx = 2 ein Minimum)|.




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

| Wir haben bereits x - Koordinaten der Extrema berechnet : 1

x = —1 ein Maximum
x = 2 ein Minimum

Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir die jeweilige
x - Koordinate in die gegebene Gleichung ein, welche lautete : f(x)=2x" —=3x" —12x+5

S(=1)=2-(=1) =3-(=1) =12:(~1)+5 =
f(2)=22-3 20225zl ]
Ergebnis
I D R S S S 1

i Die Funktion hat folg ende Extrema :
|

i Maximum bei (—1/12) i
\ Minimum bei (2/-15) |




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Losung zu1d

f(x)=x"—6x" +9x+1

Lokale Extrema, Sattelpunkte

|1 .Ableitung bilden und Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

Wir bilden die 1.Ableitung der gegebenen Funktion : Dazu wenden

wir zuerst die Summenregel an, und danach die Potenzregel :
[T T oo — oo -
| Die gegebene Funktion lautet : :
| |
L f(x)=x"—6x" +9x+1 !
i Wir wenden die Summenregel an : i
| |
: f'(x) = ix3 —i6x2 +i9x+i1 :
! dx dx dx dx |
| Nun wenden wir die Potenzregel an : |
|
|
|

| (x) =327 = 12x+9

____________________________ 4
Wir setzen die erste Ableitung gleich Null :
Fmommm—m——— - n
| 3x7 —12x+9=0|
L~ 4

Wir lésen diese quadratische Gleichung mit der

Losungsformel fiir quadratische Gleichungen :

I Die Stellen x, = 1 und x, = 3 sind mogliches Extrema bzw. Sattelpunkte.

-t TTTTTTTTTT o mmmmmmTTTTTOTTTTTTTTITTIT T -1
| |
| _bENb —dac —(—12)i\/(—12)2 ~-4-3-9 12436 1246 !
| = = = = |
| 2a 2-3 6 6 |
| |
:x1:1 :
| x, =3 :
l l
| |
| |
. l

:

| . . . .
i Diese Stellen miissen wir nun weiter untersuchen.
[



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Verlauf der 1.Ableitung untersuchen:

! | Die Nullstellen der 1. Ableitung lauteten : x =1 und x = 3. Wir tragen diese Nullstellen
| in eine Tabelle ein, sowie zusdtzlich die Intervalle vor und nach diesen beiden Stellen :

X Gewahlt | 1.Ableitung | Funktion
—oo bis 1

1 -——— Null horizontal |< zu untersuchende Stelle
1 bis 3

3 -—— Null horizontal < zu untersuchende Stelle
3 bis «

Um zu berechnen, ob es sich bei x = 1 und x = 3 um Minima, Maxima oder Sattelpunkte handelt,
miissen wir untersuchen, ob die Funktion in den Intervallen vor bzw. nach diesen Stellen

steigt oder fdllt, indem wir die 1. Ableitung in diesen Intervallen untersuchen.

Dazu wdhlen wir aus jedem Intervall eine Stelle, z.B. die drei Stellen x =0, x =2 und x =4 :

Erste Ableitung : f'(x) 3x° —12x+9

Erste Ableitung an der Stelle x =0 : f’(O) =3.0°-12-0+9=9>0
Erste Ableitung an der Stelle x = 2 : f’(Z) =3.2"-12-2+9=-3<0
Erste Ableitung an der Stelle x =4 : f’(4) 3-4°-12-4+9=9>0

Da wir nun in allen Intervallen die Steigung (1.Ableitung ) kennen, kénnen wir
in die Tabelle eint ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fdllt :

X Gewahlt | 1.Ableitung | Funktion
- bis 1 0 positiv steigt

1 -_— Null horizontal |<= Maximum
1 bis 3 2 negativ fallt

3 -_— Null horizontal | < Minimum
3 bis « 4 positiv steigt

! Nun konnen wir ablesen, ob x = 1 bzw. x = 3 ein Maximum, Minimum oder Sattelpunkt ist :
: 1. Weil die Funktion vor der Stelle x = 1 steigt und nach ihr fdllt, hat sie bei |x = 1 ein Maximum|
| 2. Weil die Funktion vor der Stelle x = 3 fillt und nach ihr steigt, hat sie bei lx = 3 ein Minimum).




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

| D T =
| Wir haben bereits x - Koordinaten der Extrema berechnet :

x = 1 ein Maximum
x = 3 ein Minimum

Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir die jeweilige

x - Koordinate in die gegebene Gleichung ein, welche lautete : f(x)=x" —6x" +9x+1

f()=1-6-17+9-1+1=]5]
f(8)=8-63+9:3+0=) !
Ergebnis:
[ S P A S S NN N

i Die Funktion hat folg ende Extrema :
|

' Maximum bei (1/5)
| Minimum bei (3/1) |




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Losung zuie

f(x)=x"+3x"-9x+13

Lokale Extrema, Sattelpunkte

|1 .Ableitung bilden und Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

Wir bilden die 1.Ableitung der gegebenen Funktion : Dazu wenden

wir zuerst die Summenregel an, und danach die Potenzregel :

ittt -
| Die gegebene Funktion lautet :

|

|

| f(x)=x"+3x7 —9x+13 |
i Wir wenden die Summenregel an : i
| |
: f'(x) =ix3 +i3x2 —i9x+i]3 :
! dx dx dx dx |
| Nun wenden wir die Potenzregel an : |
|

|

|

i '(x)=3x2 +6x—9
L

_____________________________ 4
Wir setzen die erste Ableitung gleich Null :
P T
| 3% +6x-9=01
b= 4

Wir l6sen diese quadratische Gleichung mit der
Losungsformel fiir quadratische Gleichungen :

ety m
| |
o _obeb —dac ~6+\6"-4:3:(-9) _6+1d4 —6+12 |
| 2a 2:3 6 6 |
| |
=3 |
: X, = 1 :
| |
l l
i Die Stellen x, = =3 und x, =1 sind mégliches Extrema bzw. Sattelpunkte. i
| Diese Stellen miissen wir nun weiter untersuchen. :



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Verlauf der 1.Ableitunguntersuchen:

| I Die Nulistellen der 1.Ableitung lauteten - x = -3 und x = 1. Wir tragen diese Nullstellen

1 Um zu berechnen, ob es sich bei x = -3 und x = I um Minima, Maxima oder Sattelpunkte handelt,

: X Gewahlt [ 1.Ableitung | Funktion
i -0 bis -3

! -3 - Null horizontal
| =3 bis 1

I 1 R Null horizontal
| =

! 1 bis «©

|

I in eine Tabelle ein, sowie zusdtzlich die Intervalle vor und nach diesen beiden Stellen :

< zu untersuchende Stelle

< zu untersuchende Stelle

! miissen wir untersuchen, ob die Funktion in den Intervallen vor bzw. nach diesen Stellen

| steigt oder fillt, indem wir die 1. Ableitung in diesen Intervallen untersuchen.

\ Dazu wéihlen wir aus jedem Intervall eine Stelle, z.B. die drei Stellen x=—4, x=0 und x=2 :

Erste Ableitung :

Erste Ableitung an der Stelle x = —4 :
Erste Ableitung an der Stelle x =0 :
Erste Ableitung an der Stelle x = 2 :

£'(x)=3x" +6x-9
f’(—4)=3~(—4)2+6'(—4)_9=15>0
£(0)=3-00+6-0-9=-9<0
f(2)=3-22+6-2-9=15>0

X Gewahlt | 1.Ableitung | Funktion
—wobis -3 -4 positiv steigt
-3 -—— Null horizontal
-3 bis 1 0 negativ fallt
1 -——— Null horizontal
! 1 bis « 2 positiv steigt

Da wir nun in allen Intervallen die Steigung (1.Ableitung ) kennen, kénnen wir
in die Tabelle eint ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fillt :

<= Maximum

<= Minimum

| Nun konnen wir ablesen, ob x = -3 bzw. x = I ein Maximum, Minimum oder Sattelpunkt ist :

|
| 1. Weil die Funktion vor der Stelle x = —3 steigt und nach ihr fdllt, hat sie bei |x = =3 ein Maximum|.

i | 2. Weil die Funktion vor der Stelle x = I fallt und nach ihr steigt, hat sie bei lx = 1 ein Minimum).




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

| I D T R = R 1
| Wir haben bereits x - Koordinaten der Extrema berechnet :

x = =3 ein Maximum
x = 1 ein Minimum

Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir die jeweilige
x - Koordinate in die gegebene Gleichung ein, welche lautete : f(x)=x" +3x’ —9x+13

f(=3)=(-3) +3-(-3)" - 9-(-3)+13=[40]
f

(1)=17 +3-17 -9-1+13=]8]

Ergebnis:

| Die Funktion hat folg ende Extrema : |
|

i Maximum bei (—3/40) i
\ Minimum bei (1/8) |




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Losung zu 1f

f(x)=2x"-9x" +12x

Lokale Extrema, Sattelpunkte

|1 .Ableitung bilden und Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

Wir bilden die 1.Ableitung der gegebenen Funktion : Dazu wenden

wir zuerst die Summenregel an, und danach die Potenzregel :

o m T s s s —— e =1
| Die gegebene Funktion lautet :

|
|
if(x)=2x3—9x2+12x i
i Wir wenden die Summenregel an : i
| |
L f(x) S EL NN
! dx dx dx !
| Nun wenden wir die Potenzregel an : |

|

|

|

() =6x7 —18x+12
[

____________________________ —
Wir setzen die erste Ableitung gleich Null :
i gl
| 6x° —18x+12=0 |
L _l

Wir losen diese quadratische Gleichung mit der

Losungsformel fiir quadratische Gleichungen :

|
| |
bt P dac —(~18)+\[(~18) —4-6-12 1336 18+6 |
| — = = = |
A 2a 2:6 12 2
| |
:x,=] :
X, =2 :
l l
| |
| |
. :

:



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Verlauf der 1.Ableitunguntersuchen:

| Die Nullstellen der 1. Ableitung lauteten : x =1 und x = 2. Wir tragen diese Nullstellen
in eine Tabelle ein, sowie zusdtzlich die Intervalle vor und nach diesen beiden Stellen :

| 1. Weil die Funktion vor der Stelle x = I steigt und nach ihr fdllt, hat sie bei |x = 1 ein Maximum|.
I 2 Weil die Funktion vor der Stelle x = 2 fillt und nach ihr steigt, hat sie bei lx = 2ein Mznzmum|_'

X Gewahlt | 1.Ableitung | Funktion
- bis 1

1 -—- Null horizontal
1 bis 2

2 -—- Null horizontal
2 bis «©

Um zu berechnen, ob es sich bei x = 1 und x = 2 um Minima, Maxima oder Sattelpunkte handelt,

< zu untersuchende Stelle

< zu untersuchende Stelle

miissen wir untersuchen, ob die Funktion in den Intervallen vor bzw. nach diesen Stellen
steigt oder fdllt, indem wir die 1. Ableitung in diesen Intervallen untersuchen.

Dazu wdhlen wir aus jedem Intervall eine Stelle, z.B. die drei Stellen x =0, x :% und x=3:

Erste Ableitung :

Erste Ableitung an der Stelle x =0 :
. 3
Erste Ableitung an der Stelle x = > :

Erste Ableitung an der Stelle x = 3 :

f'(x) =6x" —18x+12

70)-

6-0°—18-0+12>12

ff(szg(ij _]8.(£J+]2:—i<0
2 2 2 2

f,(3):5.(3)2 —18-(3)+12=12>0

Da wir nun in allen Intervallen die Steigung (1.Ableitung ) kennen, kénnen wir
in die Tabelle eint ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fdllt :

X Gewabhlt | 1.Ableitung | Funktion
—o bis 1 0 positiv steigt

1 -—— Null horizontal
1 bis 2 % negativ fallt

2 -—— Null horizontal
2 bis © 3 positiv steigt

< Maximum

< Minimum

Nun konnen wir ablesen, ob x = 1 bzw. x = 2 ein Maximum, Minimum oder Sattelpunkt ist :




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

oo — o= S r T S N D ST -
| Wir haben bereits x - Koordinaten der Extrema berechnet :

x = 1 ein Maximum
x = 2 ein Minimum

Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir die jeweilige
x - Koordinate in die gegebene Gleichung ein, welche lautete : f(x)=2x" —9x” +12x

f(N)=2-17-9-17 +12.1=3]

f(2)=2:2-9.22+12-2=4]
L |
Ergebnis:

[ Die Funktion hat folg ende Extrema o

i Maximum bei (1/5) i
\ Minimum bei (2/4) |




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Losung zu1g

f(x)=x"+3x" +3x

Lokale Extrema, Sattelpunkte

|1 .Ableitung bilden und Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

Wir bilden die 1.Ableitung der gegebenen Funktion : Dazu wenden

wir zuerst die Summenregel an, und danach die Potenzregel :

T T TTo T oo -
| Die gegebene Funktion lautet :

|
i f(x)=x"+3x" +3x
| Wir wenden die Summenregel an :

dx dx dx
| Nun wenden wir die Potenzregel an :

|
|
|
|
|
|
| |
if'(x)zix3+i3x2+i3x i
| |
| Nun wender |
! (x)=3x +6x+3 !
[

____________________________ 4
Wir setzen die erste Ableitung gleich Null :
Fooom—m———— - n
| 3x° +6x+3=0|
b~ 4

Wir l6sen diese quadratische Gleichung mit der
Losungsformel fiir quadratische Gleichungen :

il .
L _bEb —dac _—6£N6" 433 _6V0 _
12— - - -

|
|
|
| 2a 23 6
|
|
|

! Die Stelle x = —1 ist ein mogliches Extremum bzw. ein Sattelpunkt.

| . . . .
i_ Diese Stelle miissen wir nun weiter untersuchen.



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Verlauf der 1.Ableitung untersuchen:

!_Die einzige Nullstelle der 1.Ableitung lautet : x =—1 . Wir tragen diese Nullstelle

i in eine Tabelle ein, sowie zusdtzlich das Intervall vor bzw. nach dieser Stelle :

X Gewabhlt | 1.Ableitung | Funktion
—oo bis -1

-1 -—- Null horizontal |< zu untersuchende Stelle
-1 bis «

Um zu berechnen, ob es sich bei x =—1 um ein Minimum, Maximum oder einen Sattelpunkt handelt,
miissen wir untersuchen, ob die Funktion im Intervall vor bzw. nach dieser Stelle steigt oder fllt,
indem wir die 1. Ableitung in diesen Intervallen untersuchen.

Dazu wdhlen wir aus jedem Intervall eine Stelle, z.B. die Stellen x = -2 und x =0 :

Erste Ableitung :

f’(x):3x2 +6x+3

Erste Ableitung an der Stelle x = -2 : f’(—2) =3 (—2)2 +6- (—2) +3=3>0

Erste Ableitung an der Stelle x =0 : f’(O) =3.0°+6-0+3=3>0

Da wir nun in allen Intervallen die Steigung (1.Ableitung ) kennen, kénnen wir
in die Tabelle eint ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fdllt :

i_ Funktion sowohl vor als auch nach der Stelle x = —1 steigt, hat sie bei |x = —I einen Sattelpunkt|.

X Gewabhlt | 1.Ableitung | Funktion
—oo bis -1 -2 positiv steigt

-1 -—- Null horizontal |< Sattelpunkt
-1 bis « 0 positiv steigt

Nun kénnen wir ablesen, ob x = —1 ein Maximum, Minimum oder Sattelpunkt ist : Weil die

L



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

| Wir haben bereits x - Koordinate des Sattelpunktes berechnet : B

x=-1

Um die y - Koordinate des Sattelpunktes zu berechnen, setzen wir die

x - Koordinate in die gegebene Gleichung ein, welche lautete : f(x)=x" +3x° + 3x

Ergebnis:

| Die Funktion hat keine Extrema aber einen Sattelpunkt : |

i Sattelpunkt bei (—1/-1)




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Losung zu1h

f(x)=x"—9x" +27x

Lokale Extrema, Sattelpunkte

|1 .Ableitung bilden und Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

Wir bilden die 1.Ableitung der gegebenen Funktion : Dazu wenden

wir zuerst die Summenregel an, und danach die Potenzregel :

e -
| Die gegebene Funktion lautet :

|
| 3 2 i
L f(x)=x"=9x" +27x !
i Wir wenden die Summenregel an : i
| |
: f'(x)zix3—i9x2+127x :
! dx dx dx !
| Nun wenden wir die Potenzregel an : |

|

|

|

() =327 — 18x+27
[

____________________________ 4
Wir setzen die erste Ableitung gleich Null :
it n
| 3x7 —18x+27 =0
L~ _l

Wir lésen diese quadratische Gleichung mit der

Losungsformel fiir quadratische Gleichungen :

r-———"~—"7"""""""""/""/"/"/"/"/"// 7y 1
} bib —dac —(-18)£y(-18) ~4-3-27 g G,
1,2 — - - -

|
: +
|
L 2a 2.3 6
|
|
|

| Die Stelle x = 3 ist ein mogliches Extremum bzw. ein Sattelpunkt.

| . . . .
i Diese Stelle miissen wir nun weiter untersuchen.



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Verlauf der 1.Ableitunguntersuchen:

| Die einzige Nullstelle der 1.Ableitung lautet : x =3 . Wir tragen diese Nullstelle

| in eine Tabelle ein, sowie zusdtzlich das Intervall vor bzw. nach dieser Stelle :

X Gewahlt | 1.Ableitung | Funktion
—o bis 3

3 -—— Null horizontal |< zu untersuchende Stelle
3 bis «

Um zu berechnen, ob es sich bei x =3 um ein Minimum, Maximum oder einen Sattelpunkte handelt,
miissen wir untersuchen, ob die Funktion im Intervall vor bzw. nach dieser Stelle steigt oder fillt,
indem wir die 1. Ableitung in diesen Intervallen untersuchen.

Dazu wdhlen wir aus jedem Intervall eine Stelle, z.B. die beiden Stellen x =0 und x =4 :

Erste Ableitung :

f'(x) =3x" —18x+27

Erste Ableitung an der Stelle x =0 : f’(O) =3-00-18-0+27=27>0

Erste Ableitung an der Stelle x =4 : f'(4)=3-4"-18-4+27=3>0

Da wir nun in allen Intervallen die Steigung (1.Ableitung ) kennen, kénnen wir
in die Tabelle eint ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fdllt :

! Nun konnen wir ablesen, ob x = 3 ein Maximum, Minimum oder Sattelpunkt ist : Weil die
i_Funktion sowohl vor als auch nach der Stelle x = 3 steigt, hat sie bei |x = 3 einen Sattelpunkt|.

X Gewahlt | 1.Ableitung | Funktion
- bis 3 0 positiv steigt

3 -—— Null horizontal |< Sattelpunkt
3 bis « 4 positiv steigt




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

| Wir haben bereits x - Koordinate des Sattelpunktes berechnet : |

x=3

Um die y - Koordinate des Sattelpunktes zu berechnen, setzen wir die
x - Koordinate in die gegebene Gleichung ein, welche lautete : f(x)=x" —9x” + 27x

f(3)=3-9-3+27-3=[27]

Ergebnis:

| Die Funktion hat keine Extrema aber einen Sattelpunkt : |

' Sattelpunkt bei (3/27)

=2 aaapnN)
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Losung zu 1i

f(x):x2(5—x)3

Lokale Extrema, Sattelpunkte

|1 .Ableitung bilden und Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

Wir bilden die 1.Ableitung der gegebenen Funktion :

| Die gegebene Funktion lautet - |

|
i f(x)=x ( — x) i
| Wir benutzen die Produktregel f'(uv)=u-v'+u'-v : !
| |
ro, d 37 d 3 !
'f(X)=x2'd—[(5—X) [+ =] (5-)
: Nun wenden wir die Kettenregel an, um das linke Differential zu berechnen :
| |
S(x) =" 3(5-x) }_[ (5 |
| |
| Vereinf achen : |
| |
if'( )——3x (5 x +—[x ] 55— x) i
| |
i Nun wenden wir die Potenzregel an, um das rechte Differential zu berechnen : i
lf( )==3x" (5—x) +2x-(5-x)’ |
' Ausklammern von x(5—x) : i
:f(x):x 5—x [—3x+2(5—x)] i
| |
| Vereinf achen : |
| |
S S A o ]

Die Losungen kann man ablesen, wenn man sich an den Satz aus der Alg ebra erinnert :
" Ein Produkt ist gleich Null, wenn einer der Faktoren gleich Null ist."”



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Verlauf der 1.Ableitung untersuchen:

I Die Nullstellen der 1. Ableitung lauten: x=0 ,x=2 und x=15. Wir tragen diese
Nullstellen in eine Tabelle ein, sowie zusatzlzch die Intervall vor bzw. nach diesen Stellen :

|

|

|

! X Gewabhlt | 1.Ableitung | Funktion

i —oo bis 0 _

! 0 - Null horizontal |< zu untersuchende Stelle
i 0 bis 2 _

! 2 - Null horizontal |< zu untersuchende Stelle
'l 2 bis 5

|

5 == Null | horizontal |« zu untersuchende Stelle
'l 5 bis «©

|

t Um zu berechnen, ob es sich bei x=0,x =2 und x =5 um Minima, Maxima oder Sattelpunkte handelt,
' miissen wir untersuchen, ob die Funktlon im Intervall vor bzw. nach dieser Stelle steigt oder fillt,
l indem wir die 1. Ableitung in diesen Intervallen untersuchen.

i Dazu wdhlen wir aus jedem Intervall eine Stelle, z.B. die vier Stellen x=—1, x=1, x=4 und x=6:

Erste Ableitung : f'(x):x~(5 x) (10 5x)

Erste Ableitung an der Stelle x=—1 : —1) = (—1) . (5 - (—1))2 . (10 - 5(—1)) =-540<0

1)=1-(5-1) -(10-5-1)=80>0

A
Erste Ableitung an der Stelle x =1 f'
f

Erste Ableitung an der Stelle x=4:

=4-(5-4) -(10-5-4)=—40<0
=6

Erste Ableitung an der Stelle x=6 : f'(6 (5 6) (10—5-6)2—120<0

Da wir nun in allen Intervallen die Steigung (1.Ableitung ) kennen, konnen wir
in die Tabelle eint ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fillt :

X Gewaihlt | 1.Ableitung | Funktion
-0 bis 0 -1 negativ fallt

0 -——— Null horizontal |< Minimum
0 bis 2 1 positiv steigt

2 -——— Null horizontal |< Maximum
2 bis 5 4 negativ fallt

5 -—— Null horizontal |< Sattelpunkt
5 bis « 6 negativ fallt

Nun kénnen wir ablesen, ob es sich bei x=0, x=2 und x =5 um Minima, Maxima oder Sattelpunkte handelt :

I 1. Weil die Funktion vor der Stelle x =0 fillt und danach steigt, hat sie bei lx = 0 ein Minimuml.
i 2. Weil die Funktion vor der Stelle x = 2 steigt und danach fillt, hat sie bei lx = 2 ein Maximum)|
| 3. Weil die Funktion sowohl vor als auch nach der Stelle x =4 fiillt, hat sie bei |x = S einen Sattelpunkt|.




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

| Wir haben bereits x - Koordinaten der Extrema und Sattelpunkte berechnet : |

x =0 (Minimum)
x =2 (Maximum)
x =235 (Sattelpunkt)

x - Koordinate in die gegebene Gleichung ein, welche lautete : f(x)=x’ (5 - x)3

|
|
|
|
|
|
|
|
|
;
|
{ Um die y - Koordinate des Sattelpunktes zu berechnen, setzen wir die
i
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

| Die Funktion hat folg ende Extrema und Sattelpunkte : |

| Minimum (0/0) |
| Maximum (2/108) |

Sattelpunkt (5/0)

|
|
L -

189 |
162
135 ¢
108 -
81 r
94 -
27 ¢

0
27 O\
-54 1
-81
-108
-135 |
-162 -
-189 |




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Losung zu 1j

Gegeben:
f(x)z(x4 +4x3)3

Lokale Extrema, Sattelpunkte

|1 .Ableitung bilden und Nulistellen der 1.Ableitung berechnen:

Wir bilden die 1.Ableitung der gegebenen Funktion :

' Die gegebene Funktion lautet :

|f(x)—(x +4x)
I Wir benutzen die Kettenregel : ( )=u'(v(x))s vi(x) :
i(x +4x° )

If() (x+4x)-dx

: Jetzt losen wir das iibrige Differential mit Hilfe der Summen - und Potenzregel :

0 =3 ) 0120
[

Jetzt benutzten wir mehrmals einen Satz aus der Alg ebra :
"Ein Produkt ist gleich Null, wenn einer der Faktoren gleich Null ist."”
Wir miissen also die beiden Faktoren jeweils mit Null gleichsetzen :

i3(x4+4x3) =0 i i4x +12x* =0 i
| | | — |
| 2 0 | |x (4X+12)—0|
ix*+4x°) == Lot '
e s |
:(x4+4x3)2=0 L% =0 I
| | | _ 3 |
| R L i
! (x4+4x3) :\@: ““““““
| |
Lx? +4x° =0 !
| |
:x3(x+4):0 !
| |
= |
PR
:x2:_4 :

Die Nullstellen der ersten Ableitung lauten somit : x =—4 , x =—-3 und x = 0.



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Verlauf der 1.Ableitung untersuchen:

|

|

[ x Gewahit | 1.Ableitung [ Funktion

|| —obis -4

| -4 - Null horizontal |< zu untersuchende Stelle
|| —4 bis -3

! -3 - Null horizontal |< zu untersuchende Stelle
Il =3 bis 0

| 0 - Null horizontal |< zu untersuchende Stelle
1|0 bis

| Nun berechnen wir in jedem Intervall die Steigung der 1.Ableitung.

i Dazu wdhlen wir aus jedem Intervall eine Stelle, z.B. die vier Stellen x = -5, x = —g, x=—lund x=1:
| Erste Ableitung:

fr(x)=3(x* +4x° )+ (4x® +12x?)

Erste Ableitungander Stellex=-5:

Nullstellen in eine Tabelle ein, sowie zusdtzlich die Intervall vor bzw. nach diesen Stellen :

2
]

(=5)= 3((_5)4 +4.(_5)3) (4.(-5)3 4 12-(-5)2) — 9375000 < 0

Erste Ableitung ander Stelle x = —% :

-

1

2
IV o L) e () |-z
2 2 2 2048

Erste Ableitungander Stellex = -1:

2
.

F(=1)=3((=1) +4-(=1)" ) o (4-(=1) +12:(=1)" ) = 648 >0

1(1)=3(1+4-7) e (44 +12-9)=1200>0

X Gewabhlt | 1.Ableitung | Funktion
- bis -4 -5 negativ fallt
-4 -—— Null horizontal
-4 bis -3 —g negativ fallt
-3 -—— Null horizontal
-3 bis 0 -1 positiv steigt
0 -—- Null horizontal
0 bis « 1 positiv steigt

|
| Weil die Funktion vor der Stelle x = =3 fillt und danach steigt, hat sie bei |x = —3 ein Minimum|.

| Weil die Funktion sowohl vor als auch nach der Stelle x = 0 steigt, hat sie bei

[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
i
[
i Erste Ableitung an der Stellex=1:
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[

Da wir nun in allen Intervallen die Steigung (1.Ableitung ) kennen, kénnen wir
in die Tabelle eint ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fdllt :

< Sattelpunkt

< Minimum

< Sattelpunkt

Nun konnen wir ablesen,ob x =-4,x =-3 bzw. x =0 ein Minimum, Maximum oder Sattelpunktist :
| Weil die Funktion sowohl vor als auch nach der Stelle x = —4 fillt, hat sie bei

x = —4 einen Sattelpunkt|.

x = 0 einen Sattelpunkt|.

e 0o —8 —7 —7 —7 7 — —




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

| Wir haben bereits x - Koordinaten der Extrema und Sattelpunkte berechnet :
x =—4 (Sattelpunkt)
x =-3 (Minimum)

x =0 (Sattelpunkt)

Um die y - Koordinate des Sattelpunktes zu berechnen, setzen wir die
3
x - Koordinate in die gegebene Gleichung ein, welche lautete : f(x)= (x4 +4x° )

):(x4+4x3)3 :@

a0
@
~— ~—
Il
—_
=
+
N
=
N—
Il
N
E
Co
w

! | Die Funktion hat folg ende Extrema und Sattelpunkte : 1
|

i Sattelpunkt (—4/0) i
lAﬁnhnunz( —3/19683) |
. Sattelpunkt (0/0) l

Graph:
19683

13122 +

6561

-6561 -

-13122 -

-19683



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Losung zu 1k

f(x):(Zx—x2)3
[Gesucht |

Lokale Extrema, Sattelpunkte

1.Ableitung bilden und Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

Wir bilden die 1.Ableitung der gegebenen Funktion :

T T m|
| Die gegebene Funktion lautet :

|

i f(x):(Zx—x2)3

i Wir benutzen die Kettenregel : f '(X) =u'(v(x))ev'(x)- :

|

| 2 d

L f(x)=3(2x-x") . 2x—x°

| f1(3)=3(2x =) e (22 -7)

i Jetzt losen wir das iibrige Differential mit Hilfe der Summen - und Potenzregel :

i_f’(x):3(2x—x2)2- (2-2x)

DY : g
1 3(2x-x7) « (2-2x)=0 !
e

Jetzt benutzten wir mehrmals einen Satz aus der Alg ebra :
"Ein Produkt ist gleich Null, wenn einer der Faktoren gleich Null ist."
Wir miissen also die beiden Faktoren jeweils mit Null gleichsetzen :

:3(2x—x2) = | 1 2-2x=0
| [ |
: co0 17T
2
(=g 2
I 5 [ 2 I
E(Zx—xz) =0 i i i
| [ |
| (2x—x2)2:\/5: | = |
| bolx, =1 :
1 2x—x" =0 I ettt -
ix(2—x):0 i
l l
| |
= |
| x, =0 :
| x, =2 :
L __ _

Die Nullstellen der ersten Ableitung lauten somit : x =0, x =1 und x=2.



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Verlauf der 1.Ableitung untersuchen:

i Die Nullstellen der 1.Ableitung lauten : x =0,x =1 und x = 2. Wir tragen diese
Nullstellen in eine Tabelle ein, sowie zusdtzlich die Intervall vor bzw. nach diesen Stellen :

X Gewahlt | 1.Ableitung | Funktion
—obis 0

0 -——— Null horizontal
0 bis 1

1 - Null horizontal
1 bis 2

2 - Null horizontal
2 bis «

Erste

Ableitung:

2
.

f’(x):3(2x—x2) (2—2x)

Dazu wdhlen wir aus jedem Intervall eine Stelle, z.B. die Stellen x = -1, x =

Erste Ableitung ander Stellex = -1:

< zu untersuchende Stelle

< zu untersuchende Stelle

< zu untersuchende Stelle

Nun berechnen wir in jedem Intervall die Steigung der 1.Ableitung.

L
2)

£(=1)=3(2-(=1)= (=1 )2. (2-2-(~1))=108>0
Erste Ableitung an der Stelle x = % :

A EHE G5
Erste Ableitung an der Stelle x = % :
PO ()5

Erste Ableitungander Stellex = 3:

f’(3)=3(2'3—32)2' (2-2-3)=-108<0

X Gewahlt | 1.Ableitung | Funktion
- bis 0 -1 positiv steigt

0 -—— Null horizontal
0 bis 1 % positiv steigt

1 -—— Null horizontal
1 bis 2 % negativ fallt

2 -—- Null horizontal
2 bis © 3 negativ fallt

i Weil die Funktion sowohl vor als auch nach der Stelle x = 0 steigt, hat sie bei

| Weil die Funktion vor der Stelle x = I steigt und danach fillt, hat sie bei |x = [ ein Maximum|.

Da wir nun in allen Intervallen die Steigung (1.Ableitung ) kennen, kénnen wir
in die Tabelle eint ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fdllt :

< Sattelpunkt

< Maximum

< Sattelpunkt

x:i und x =
2

3:

Nunkoénnen wir ablesen,ob x =0,x =1 bzw. x =2 ein Minimum, Maximum oder Sattelpunkt ist :

x = 0 einen Sattelpunkt|.

x = 2 einen Sattelpunkt|.

i_Weil die Funktion sowohl vor als auch nach der Stelle x = 2 fillt, hat sie bei



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

| Wir haben bereits x - Koordinaten der Extrema und Sattelpunkte berechnet : B
| |
| |
i x =0 (Sattelpunkt) i
! x=1 (Maximum) !
i x =2 (Sattelpunkt) i
| |
| |
| Um die y - Koordinate des Sattelpunktes zu berechnen, setzen wir die !
| 3 |
| x - Koordinate in die gegebene Gleichung ein, welche lautete : f(x)= (2x —x ) !
| |
[ 3 |
1(0)=(2-0-0°) ~[d] |
I 3 I
S(1)=(21-7) =1 :
[ 3 [
@)=y el i

! | Die Funktion hat folg ende Extrema und Sattelpunkte : 1
|

Sattelpunkt (0/0) |
| Maximum (1/1) i
| Sattelpunkt (2/0) |

3 25 2 15 -1 05 0 05 1 15 2 25 3



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Losung zu 1L

f(x):(3x2+x3)3

Lokale Extrema, Sattelpunkte

|1 .Ableitung bilden und Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

Wir bilden die 1.Ableitung der gegebenen Funktion :

T T m|
| Die gegebene Funktion lautet :

|

i f(x):(.?xz +x3)3

i Wir benutzen die Kettenregel : f '(X) =u'(v(x))v'(x)- :

|

| 2 d

L (X)) =3(3x7 +x7) o —(3x7 + X’

() =3 J o (3574 x)

i Jetzt losen wir das iibrige Differential mit Hilfe der Summen - und Potenzregel :

:f’(x):3(3x2 +x3)2- (6x+3x2)

______________________________________________________________ 4
Wir setzen die erste Ableitung gleich Null :
FoTTTTTTTT oo T

Jetzt benutzten wir mehrmals einen Satz aus der Alg ebra :
"Ein Produkt ist gleich Null, wenn einer der Faktoren gleich Null ist."

Wir miissen also die beiden Faktoren jeweils mit Null gleichsetzen :

ottt T I ST 1
l6x+3x" =0

[
[
|
[
|
[
|
|
[
x,==2 !
;
[
[
|
[
|
[
|

(3x2 +x3)2 =0 i

Die Nullstellen der ersten Ableitung lauten somit : x = -3, x =—-2 und x=0.



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Verlauf der 1.Ableitung untersuchen:

i Die Nullstellen der 1.Ableitung lauten : x = -3, x = -2 und x = 0. Wir tragen diese

Nullstellen in eine Tabelle ein, sowie zusdtzlich die Intervall vor bzw. nach diesen Stellen :

X Gewahlt | 1.Ableitung | Funktion
-0 bis -3
-3 -_— Null horizontal
-3 bis-2
-2 -_—— Null horizontal
-2 bis 0
0 -_—— Null horizontal
0 bis «

Nun berechnen wir in jedem Intervall die Steigung der 1.Ableitung.

< zu untersuchende Stelle

< zu untersuchende Stelle

< zu untersuchende Stelle

Dazu wdhlen wir aus jedem Intervall eine Stelle, z.B. die Stellen x = —4, x = —%, x=—lund x=1:

Erste Ableitung :

f’(x) :3(3x2 +x3)2- (6x+3x2)

Erste Ableitungander Stellex = -4 :

2
.

£(~4)=3[3-(~4) +(=4)' [+ [6-(=4)+3-(—4)" |= 1843250

Erste Ableitung an der Stelle x = —g :

AL ()]

Erste Ableitungander Stellex = -1:
F1(=1)=3[3(=1 +(=1)' ]+ [6(=1)+ 3(=1) ]=-36 <0
Erste Ableitungander Stellex =1:

Fr(1)=3(3017 + (1) ) + (6(1)+ 3(1y ) = 48 9= 43250

X Gewabhlt | 1.Ableitung | Funktion

- bis -3 -4 positiv steigt
-3 - Null horizontal

-3 bis-2 —g positiv steigt
-2 - Null horizontal

-2 bis 0 -1 negativ fallt

0 - Null horizontal

0 bis « 1 positiv steigt

| Weil die Funktion sowohl vor als auch nach der Stelle x = —3 steigt, hat sie bei

Da wir nun in allen Intervallen die Steigung (1.Ableitung ) kennen, konnen wir
in die Tabelle eint ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fdllt :

< Sattelpunkt

< Maximum

< Minimum

Nun koénnen wir ablesen,ob x =-3 , x =-2 bzw. x =0 ein Minimum, Maximum oder Sattelpunktist :

x = —3 einen Sattelpunkt|.

i Weil die Funktion vor der Stelle x = —2 steigt und danach fdllt, hat sie bei |x =—2ein Maximum|.

I_Weil die Funktion vor der Stelle x = 0 fdllt und danach steigt, hat sie bei |x = 0 ein Minimum|.




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

| Wir haben bereits x - Koordinaten der Extrema und Sattelpunkte berechnet : i

x =—3 (Sattelpunkt)
x =-2 (Maximum)
x =0 (Minimum)

Um die y - Koordinate des Sattelpunktes zu berechnen, setzen wir die
3
x - Koordinate in die gegebene Gleichung ein, welche lautete : f(x)= (3’x2 +x° )

| Die Funktion hat folg ende Extrema und Sattelpunkte : |

| Sattelpunkt (-3/0)
| Maximum (=2/64)
Minimum (0/0)

|
|
L |

Graph:

72
64
56
48
40
32
24
16

8

0
-8
-16
-24

-32
-40
-48
-56
-64
72

353252 -15-1-050 05 1 15 2 25 3 35 4

1
AN



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Losung zu 2a

Gegeben:
f(x)=x"—8x+2

Lokale Extrema, Sattelpunkte

|Nu||ste||en der 1.Ableitung berechnen:
Wir bilden die 1. und 2.Ableitung der gegebenen Funktion :

r 1
! (x)=x2—8x+2:

=28
| |
"(x)=2
R ]
Wir setzen die erste Ableitung gleich Null :
- =
| 2x—8=0|
Lo 4
Wir lésen diese lineare Gleichung durch Auflésen nach x :
T TS TS TTo oo oo oo oo gl
1 2x-8=0
| 2x=38
x=4

Die Stelle x = 4 ist ein mogliches Extremum / Sattelpunkt.
i Diese Stelle miissen wir nun weiter untersuchen.

Zweite Ableitung untersuchen:

Wir untersuchen nun, welchen Wert die zweite Ableitung an
de Nullstelle der ersten Ableitung hat. Die 2.Ableitung lautete :

fr(x)= 2
Da die zweite Ableitung eine kons tante Funktion ist, hat sie

stets den gleichen, positiven Wert 2, also auch an der Stelle des moglichen
Extremums / Sattelpunktes x = 4. Folg lich liegt bei x = 4 ein Minimum vor.



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

ly — Koordinaten des Minimums berechnen ;|

Nun die gefundenen x-Koordinaten des Minimums (x=4) in die gegebene Gleichung
einsetzen, um die y-Koordinate des Minimums zu berechnen:

Gegebene Gleichung f(x) : | Gegebene Gleichung f(x) an der Stelle des Minimums ( x =4 )

f(x)=x"-8x+2 f(4)= (4) -8-(4)+2=-14
Das lokale Minimum hat die Koordinaten (4 /- 14)

Die Funktion f(X) = x? —8x + 2 hat bei (4/ - 14) ein lokales Minimum,
jedoch keine lokalen Maxima oder Sattelpunkte( Terassenpunkte ).

Zusatzhinweis :

Das die Funktion keinen Sattelpunkt hat, hdtten wir uns auch ohne Rechung iiberlegen konnen :
Quadratische Funktionen haben als Graphen eine Parabel, und Parabeln haben niemals einen
Sattelpunkt. Aufserdem haben Parabeln stets nur ein Extremum.

20
15+ 1
10 ¢ 1
5, 4
0 \ /
5 ¢ i
-10 ¢ 1
-15 ¢ 1
-20

8 7 6 5 432-1012 3 4586 7 8



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Losung zu 2b

Gegeben:
f(x)=x"+2x+3

Lokale Extrema, Sattelpunkte

|Nu||ste||en der 1.Ableitung berechnen:
Wir bilden die 1. und 2.Ableitung der gegebenen Funktion :

I 1
! (x)zx +2x+3

i f '(x) =2x+2 !
| |
"(x)=2
R ]
Wir setzen die erste Ableitung gleich Null :
| 2x+2=0|
(I _
Wir lésen diese lineare Gleichung durch Auflésen nach x :
_____________________________________________ -
1 2x+2=0
| 2x=-2

Die Stelle x = —1 ist ein mogliches Extremum / Sattelpunkt.
| Diese Stelle miissen wir nun weiter untersuchen.

=
Il

|
~

Zweite Ableitunguntersuchen:

Wir untersuchen nun, welchen Wert die zweite Ableitung an
de Nullstelle der ersten Ableitung hat. Die 2.Ableitung lautete :

fr(x)= 2
Da die zweite Ableitung eine kons tante Funktion ist, hat sie

stets den gleichen, positiven Wert 2, also auch an der Stelle des moglichen
Extremums / Sattelpunktes x = —1. Folglich liegt bei x = —1 ein Minimum vor.



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

ly — Koordinaten des Minimums berechnen ;|

Nun die gefundenen x-Koordinaten des Minimums (x=—1) in die gegebene Gleichung
einsetzen, um die y-Koordinate des Minimums zu berechnen:

Gegebene Gleichung f(x): | Gegebene Gleichung f(x ) an der Stelle des Minimums ( x = —1)

f(x)=x"+2x+3 f(=1)= (1) +2-(-1)+3= 2
Das lokale Minimum hat die Koordinaten (—]/2)

Die Funktion f(X) = x? + 2x + 3 hat bei (=1/2) ein lokales Minimum,
jedoch keine lokalen Maxima oder Sattelpunkte( Terassenpunkte ).

Zusatzhinweis :

Das die Funktion keinen Sattelpunkt hat, hdtten wir uns auch ohne Rechung tiberlegen konnen :
Quadratische Funktionen haben als Graphen eine Parabel, und Parabeln haben niemals einen
Sattelpunkt. Aufserdem haben Parabeln stets nur ein Extremum.

Graphder Funktion:




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Losung zu 2c

Gegeben:
f(x)=x—9x" +15x-3

Lokale Extrema, Sattelpunkte

|Nu||ste||en der 1.Ableitung berechnen:

Wir bilden die 1. und 2.Ableitung der gegebenen Funktion :

P N
L f(x)=x"—9x" +15x -3
| f(x)=3x" —18x+15 |

|
"(x)=6x—-18
A s S ]
Wir setzen die erste Ableitung gleich Null :
FomoT——om————- nl
| 3x° —18x+15=0
L _l

Wir losen diese quadratische Gleichung mit der
Losungsformel fiir quadratische Gleichungen :

r-- T T T T TTTTT TS TSt T T T T T TT T T T T T T T T T -1
_oba\b dac _ ~(~18)£(-18) ~4-3-15 181
b 2a N 2-3 6

x,,=1oder 5

ie Stellen x =1 und x =5 sind mogliche Extrema / Sattelpunkte.
iese miissen wir nun weiter untersuchen.

T O



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

|Zweite Ableitung untersuchen ;|

Wir untersuchen nun, welchen Wert die zweite Ableitung
f'"(x)= 6x—18

an den moglichen Extrem / Sattelpunkten x = 1 und x =5 hat :

"~~~ T T TTTTTTTTT Tt T T Tttt T T Tttt T T T T T n
lx=1 lx=5
| f"(1)=6-1-18 if”(5):6-5—18

|

| zweite Ableitung negativ = i f"(5)=12
i_x =1 ist lokales Maximum | zweite Ableitung positiv =
| x =5 ist lokales Minimum

| f(1) =12 i ' f(5)=30—-18

y —Koordinaten der Extrema berechnen :|

Die gefundenen x-Koordinaten des Maximums (x=1) und des Minimums (x=5) in die
gegebene Gleichung einsetzen, um die y-Koordinaten der Extrema zu berechnen:

f(x)=x"—9x" +15x-3
f(1)=1T -9-17 +15-1-3

f(1)=4

Das lokale Maximum hat die Koordinaten (I /4 )

f(x)=x—9x" +15x-3
f(5)=5"-9.5"+15.5-3
f(5)=125-9.5"+15-5-3

f(5)=-28

Das lokale Minimum hat die Koordinaten (5 /~ 28)

(5 /— 28) ist ein lokales Minimum, (]/4) ist ein lokales Maximum

8-76-54-3-2-1012 3 456 7 8



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Losung zu 2d

Gegeben:

f(x) =3x’ —125x +2160x

Gesucht:

Lokale Extrema, Sattelpunkte

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:
Wir bilden die 1. und 2.Ableitung der gegebenen Funktion :

f(x) =3x’ —125x° +2160x
f'(x)=15x" —375x" + 2160
f"(x)=60x" —750x

Wir setzen die erste Ableitung gleich Null.

Es entsteht eine biquadratische Gleichung 4.Grades,

die wir durch die Substitution x’ = z auf eine

quadratische Gleichung zuriickfiihren, die wir mit

der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen losen konnen :

15x" —=375x> +2160 =0
1527 —375z2+2160=0 = z=16oderz=29

Riicksubstitution :
X' =z X =z
x’'=9 x' =16
x=13 x=%4

Die Stellen x = 3 und x = 4 sind mogliche Extrema / Sattelpunkte

Diese Stellen untersuchen wir nun mit Hilfe der 2.Ableitung.




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

2.Ableitung untersuchen:

Wir untersuchen nun, welchen Wert die zweite Ableitung
f"(x)= 60x3 —750x

an den Nullstellen der 1.Ableitung hat, d.h. an den vier moglichen

Extrema / Sattelpunkten x = 3 und x =+4 :

x=-3 x=3

f"(=3)=60-(-3)" -750-(-3) | |/"(3)=60-(3)" ~750-(3)

f"(=3)=-1620+ 2250 f"(3)=1620-2250

f"(=3)=0630 f"(3)=-630

zweite Ableitung positiv = zweite Ableitung negativ =

x = -3 ist lokales Minimum x = 3 ist lokales Maximum

x=—4 x=4

f'(—4)=60-(-4) -750-(-4) | |f"(4)=60-(4) -750-(4)

f"(-4)=-3840+ 3000 f"(4)=3840—-3000

f"(-4)=-840 f'"(4)=840

zweite Ableitung negativ = zweite Ableitung positiv =

x = —4 ist lokales Maximum x = 4 ist lokales Minimum

y—Koordinaten der Extrema berechnen:
f(x)=3x" —125x° +2160x = f( 3)=3(-3) - 125(-3) +2160(-3) = -3834
f(x)=3x" —125x" + 2160x f(3)=3-3"-125-3"+2160-3 = 3834
f(x)=3x" —125x +2160x f(-4)=3-(-4) —125-(-4)" +2160-(-4) = 3712
f(x)=3x"—125x" + 2160x f(4)=3-4-125-4° +2160-4 = 3712

Ergebnis:

Die Funktion hat folg ende Extrema:
Zwei lokale Minima : (—3/— 3834) und (4/37]2)
Zwei lokale Maxima : (3/3834) und (—4/—3712)

5000
4000 -
3000 -
2000 ¢
1000 -

O L
-1000 |
-2000 |
-3000 |
-4000 |

S00g %54 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Losung zu 2e

Gegeben:| r(x)=x" - 5x' + 5 +1

Gesucht ;| Lokaie Extrema, Sattelpunkte

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:
Wir bilden die 1. und 2.Ableitung der gegebenen Funktion :

i (x):x5 —5x" +5x°+1 i
S (x) = 5x" =207 + 15x7
' f"(x)=20x" —60x" +30x |
;V_l; ;;t_z_el_a_a;i;_e;;t_e:il;l_e;z‘;u_ig gleich Null. Es entsteht eine Gleichung 4.Grades, die

wir durch ausklammern von x° auf zwei quadratische Gleichungen zuriickfiihren.

Diese l6sen wir durch Wurzelziehen bzw. mit der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen :
e ol

i 5x*—20x° +15x* =0 ‘ x’ ausklammern

X (5x7 = 20x+15)=0 =x,=0

Jjetzt die Klammer mit Null gleichsetzen

S5x7—20x+15=0 | Lésungsformel fiir quadratische Gleichungen benutzen

_—bb’ —4ac _ —(—20)i\/(—20)2 —4-5-15 _20+400-300 _20+10

2a 2-5 10 10

X533

| Es ergeben sich drei Stellen als mogliche lokale Extrema

bzw. als mogliche Sattelpunkte : 0, 1 und 3

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I I
I I
L -

2.Ableitung untersuchen:

Wir setzen die Nullstellen der 1.Ableitung (x=0, x=1, x=3) in die 2.Ableitung ein, um zwischen Minimum,
Maximum und Sattelpunkt zu unterscheiden. Die zweite Ableitung lautete: f "(x) =20x°® — 60x> +30x

-
f"(0)=20-0°-60-0>+30-0=0 = Keine Aussage moglich:
x = 0 kann Extremum oder Sattelpunkt sein

f“(1)=20-13 -60-12+30-1=-10 = x =1 ist ein Maximum

weiter auf der nachsten Seite (?



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Unklare Stelle x=0untersuchen:

Fiir die Stelle x=0 kann mit Hilfe der 2.Ableitung keine Aussage dariiber gemacht werden, ob es sich

um ein Extremum oder um einen Sattelpunkt handelt. Wir miissen daher eine Tabelle anlegen:

X Gewabhlt | 1.Ableitung | Funktion
—o0 bis 0 ? ? ?
0 - Null horizontal |< zu untersuchende Stelle
0 bis1 -—- positiv steigt
1 - Null horizontal |<= Maximum
1bis 3 -—— negativ fallt
3 -—- Null horizontal |< Minimum
3 bis « - positiv steigt

Wir miissen nun eine Stelle im Intervall (—oo, 0) wdhlen (wir wdhlen x = —1)
und berechnen die erste Ableitung (die Steigung ) an dieser Stelle :

Erste Ableitung :
Erste Ableitung an der Stelle x = —1 :

f’(x) =5x" = 20x° +15x°
f(=1)=5-(=1)" =20-(=1) +15-(-1)" = 4

Wir kdnnen nun die erste Zeile der Tabelle erginzen:

X Gewabhlt | 1.Ableitung | Funktion
—o0 bis 0 -1 positiv steigt
0 -—- Null horizontal |< zu untersuchende Stelle
0 bis1 -—= positiv steigt
1 -_—— Null horizontal |< Maximum
1bis 3 -—- negativ fallt
3 -—— Null horizontal |<= Minimum
3 bis «© -— positiv steigt

SchlieBlich konnen wir nun bestimmen, ob an der Stelle x=0 ein Extrema oder ein
Sattelpunkt vorliegt. Da der Graph an der Stelle x=0 horizontal verlduft, und sowohl
vor als auch nach der Stelle x=0 steigt, kann es sich nur um einen Sattelpunkt handeln:

X Gewahlt | 1.Ableitung | Funktion
—oo bis 0 -1 positiv steigt
0 -—— Null horizontal |< Sattelpunkt
0 bis1 -—- positiv steigt
1 -—- Null horizontal |< Maximum
1bis 3 -—— negativ fallt
3 -—— Null horizontal |< Minimum
3 bis « -—— positiv steigt

weiter auf der nachsten Seite (?



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

y-Werte der Extrema und des Sattelpunkt berechnen:

Die x-Koordinaten der Extrema und des Sattelpunktes sind nun schon bekannt, aber wir miissen

noch die y-Koordinaten berechnen, um die Extrempunkte und Sattelpunkt zu berechnen.
Dazu setzen wir die x-Koordinaten der Extrema/Sattelpunkte in die gegebene Funktion

f(x) =x" —5x" +5x’+1 ein:

Sattelpunkt: | x=0| f(0)=0"-5-0°+5-0'+1 = I
Maximum: x=1 f(1):15—5-14+5-13+] = 2
Minimum x=31f(3)=3-5-3"+5-3"+1 = 26

Ergebnis:
Lokales Minimum :  (3/-26)
Lokales Maximum : (1/2)
Sattelpunkt : (0/1)

Graph der Funktion:

30
20 |
10 +

O g ——

-10 ¢




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Losung zu 2f

Gegeben:| r(x)=x - 35 +3x+7

Gesucht:| rokale Extrema, Sattelpunkte

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:
Wir bilden die 1. und 2.Ableitung der gegebenen Funktion :

f(x) =x' —3x" +3x+7
f’(x) =3x" —6x+3
f"(x)=6x-6

Wir setzen die erste Ableitung gleich Null. Es entsteht eine quadratische Gleichung.
Diese losen wir mit der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen :

3xT—6x+3=0

3 —b++b’ —4ac _ _(_6)J—r (_6)2 -4-3-3 _ 6++36-36

X, , = =]
L2 2a 2.3 6

Es ergibt sich als mégliche Stelle fiir ein lokales Extrema
bzw. als moglichen Sattelpunkte : x =1

Bestimmung der Extrema/Sattelpunkte:

Wir setzen x=1 in die 2.Ableitung ein, um zwischen Minimum, Maximum und
Sattelpunkt zu unterscheiden. Die zweite Ableitung lautete: f ™ (x) =6x-6

f"(1)=6-1-6=0 — Dasichder Wert 0 ergibt,ist keine Aussage moglich:
x =1 kann Extremum oder Terassenpunkt sein




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Unklare Stelle x=1untersuchen:

Fiir die Stelle x=1 kann (mit Hilfe der 2.Ableitung) keine Aussage dariiber gemacht werden,
ob es sich um ein Extremum oder um einen Terassenpunkt handelt. Wir miissen daher die
1.Ableitung untersuchen und eine Tabelle anlegen:

X Gewabhlt | 1.Ableitung | Funktion
—oo bis 1

1 _——— Null horizontal |<= zu untersuchende Stelle
1 bis «

Wie gesagt ist es unklar, ob bei x = I ein Extremum oder ein Sattelpunkt vorliegt.
Wir miissen daher in den Intervallen (—00,]) und (1,00) die Steigung bestimmen,

d.h. wir miissen aus jedem Intervall einen Punkt wdhlen (wir wdhlen 0 bzw. 2)
und dort die 1.Ableitung untersuchen :

Erste Ableitung :
f'(x) =3x" —6x+3

Erste Ableitung bei x =0 : Erste Ableitung bei x =2 :
f’(O):3-0276-0+3= 3 f’(2):3-2276-2+3= 3

In beiden Intervallen ist die Steigung positiv, d.h. der Graph steigt:
Wir kdnnen nun die Tabelle ergédnzen:

Jetzt kdnnen wir bestimmen, ob an der Stelle x=1 ein Extrema oder ein Sattelpunkt vorliegt.

X Gewabhlt | 1.Ableitung | Funktion
—oo bis 1 0 positiv steigt

1 -_—— Null horizontal |< zu untersuchende Stelle
1 bis « 2 positiv steigt

Da der Graph an der Stelle x=1 horizontal verlduft, und sowohl vor als auch nach der
Stelle x=1 steigt, kann es sich nur um einen Sattelpunkt handeln:

X Gewahlt | 1.Ableitung | Funktion
—oo bis 1 0 positiv steigt

1 —_——— Null horizontal |< Sattelpunkt
1 bis «© 2 positiv steigt



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

y-Koordinate des Sattelpunktes berechnen:

Die x-Koordinate des Sattelpunktes sind nun schon bekannt, aber wir miissen
noch die y-Koordinate berechnen, um den Sattelpunkt zu berechnen.
Dazu setzen wir die x-Koordinate des Sattelpunktes in die gegebene Funktion

f(x)= x° —3x? +3x +7 ecin, und erhalten die y-Koordinate: f(1)= 1 -317°+31+7 = 8

Ergebnis:

Die Funktion hat keine lokalen Extrema aber einen Sattelpunkt S(1/8)

Graph der Funktion:

20

15+

10 -

5,

X /7
_57
10 +

-15 ¢

05— 3 2 4 0 1 2 3 4 5




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Losung zu 2g

Gegeben:| r(x)=x'—8x* +22x —24x+12

Gesucht:| Lokale Extrema, Sattelpunkte

Nulistellen der 1.Ableitung berechnen:

Wir bilden die 1. und 2.Ableitung der gegebenen Funktion :

v g s 2ier T
Vf(x)=x" =8x" +22x" = 24x+12 ]

7 (x) = 4x" = 24x7 + 44x - 24

[ 2
"(x)=12x" —48x + 44
S = 10 s dd |

Wir setzen die erste Ableitung gleich Null. Es entsteht eine Gleichung 3.Grades.
Da man in der Schulmathematik die Losungsformel fiir Gleichungen 3.Grades nicht lernt,
miissen wir eine andere Methode versuchen, um die Gleichung 3.Grades zu losen :

Wir erinnern uns an einen Satz aus der Alg ebra : "Hat eine ganzrationale Funktion
ganzzahlige Losungen, dann sind sie unter den Teilern des Absolutgliedes zu finden" .
’

Wir l6sen die Gleichung also durch Probieren, indem wir die "Teiler des Absolutgliedes'

der Reihe nach in die Gleichung einsetzen :

| 1
V4x® —24x° +44x—-24=0 Zuerst teilen wir die Gleichung durch 4,

' um die Rechnung iibersichtlich zu halten

X —6x"+11x-6=0 Die Teiler des Absolutgliedes (6 ) sind die Zahlen :
1,2,3,6,—-1,-2,-3,-6.

Wir setzen diese Zahlen der Reihe nach in die Gleichung ein.
Beachte, dass eine Gleichung 3.Grades maximal 3 Losungen
haben kann, d.h. wenn du drei Lésungen gefunden hast,
kannst du authdren zu probieren.

Durch Probieren erhalten wir die Losungen x =1, x =2 und x =3 :
- 617 +11-1-6=0 < 0=0

T_6-22+11-2-6=0 < 0=0

2
I_33—6-32+11-3—6=0 < 0=0

2.Ableitunguntersuchen:

Wir setzen die Nullstellen der 1.Ableitung (x=1, x=2, x=3) in die 2.Ableitung ein, um zwischen Minimum,
Maximum und Sattelpunkt zu unterscheiden. Die zweite Ableitung lautete: f"(x)=12x 2 _48x +44

:f"(1)=12-12—48-1+44=8 8>0 = x=1isteinMinimum |
| |
if--(2)=12.22_43.2+44=_4 —-4<0 = x=2 isteinMaximumi
| |
If--(3)=12.32_43.3+44=3 8>0 = x=3isteinMinimum |

S g ]



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

y-Werte der Extremaberechnen:

Die x-Koordinaten der Extrema sind nun schon bekannt, aber wir miissen

noch die y-Koordinaten berechnen, um die Extrempunkte zu berechnen.
Dazu setzen wir die x-Koordinaten der Extrema in die gegebene Funktion

f(x) = x* —8x° +22x* — 24x +12 cin:

x=1 | Minimum |f(1)=1‘-8.1°+22.1 -24.1+12=3
x=2 | Maximum: | f(2)=2*-8.2°+22.2°-24.2+12=4
x=3 | Minimum |f(3)=3*-8-3°+22.3°-24.3+12=3
Ergebnis:

Die Funktion f(x) = x* —8x® + 22x? — 24x +12 hat folg ende drei Extrama :
Lokales Minimum :  (1/3)

Lokales Maximum : (2/4)

Lokales Minimum : (3/3)

Die Funktion hat keinen Sattelpunkt.

Graph der Funktion:




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Losung zu 2h

Gegeben:| r(x)=3x —9x" - 27x+30

Gesucht:| Lokaie Extrema, Sattelpunkte

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:
Wir bilden die 1. und 2.Ableitung der gegebenen Funktion :
f(x)=3x"—9x" = 27x+30
f’(x) =9x’ —18x—-27
f'(x)=18x—18

Wir setzen die erste Ableitung gleich Null. Es entsteht eine quadratische Gleichung.
Diese losen wir mit der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen :

9x? —18x—=27=0

_bap —dac _~(-18)%\(-18) =4:9-(=27) 18436

12 T 2a 2.9 18

Es ergeben sich als mogliche Stellen fiir lokale Extrema / Sattelpunkte : x = —1 und 3

2.Ableitung an den Nulistellen der 1.Ableitungberechnen:

Wir setzen x=—1 und x=3 in die 2.Ableitung ein, um zwischen Minimum, Maximum und

Sattelpunkt zu unterscheiden. Die zweite Ableitung lautete: f ™ (x) =18x-18

| -1
| f"(-1)=18-(-1)-18=-36 -36<0 = x=-1isteinMaximum |
| |

| £"(3)=18-(3)-18=36 36>0 = x=3 isteinMinimum |



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

y-Werte der Extremaberechnen:

Die x-Koordinaten der Extrema sind nun schon bekannt, aber wir miissen
noch die y-Koordinaten berechnen, um die Extrempunkte zu berechnen.

Dazu setzen wir die x-Koordinaten der Extrema in die gegebene Funktion ein,
d.h. in die Funktion: f(x) = 3x® —9x%? —27x+ 30 :

x=-1 | Maximum: | f(~1) = 3. (_1)3 -9. (_1)2 -27-(-1)+30=45
x=3 Minimum f(3)=3.33_9.32_27.3+30=_51

Ergebnis:

Die Funktion f(x) = 3x® —9x? — 27x + 30 hat folg ende zwei Extrama :
Lokales Maximum : (—1/45)

Lokales Minimum : (3/-51)

Die Funktion hat keinen Sattelpunkt.

Graph der Funktion:




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Losung zu 2i

Gegeben:| s(x)=x'—3x+5

Gesucht:| rokae Extrema, Sattelpunkte

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:
Wir bilden die 1. und 2.Ableitung der gegebenen Funktion :

f(x)=x"—3x+5
f'(x)=3x2 -3
f"(x)=6x

Wir setzen die erste Ableitung gleich Null. Es entsteht eine rein - quadratische Gleichung.

Diese losen wir durch Umstellen der Formel nach x :

3x*-3=0
3x’ =3
3

¥ ===1

3
VP =1
x| =1
x=x/
Es ergeben sich als mogliche Stellen fiir lokale Extrema / Sattelpunkte : x =—1 und x =1

2.Ableitung an den Nulistellen der 1.Ableitungberechnen:

Wir setzen x = —1 und x = 1 in die 2.Ableitung ein, um zwischen Minimum, Maximum und
Sattelpunkt zu unterscheiden. Die zweite Ableitung lautete : f "(X ) =6x

E_f "(-1)=6-(-1)=-6 -6<0 = x=-1istein Maximum !
| |

fU(+1)=6-(+1)=6 6>0 = x=+1isteinMinimum |



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

y-Werte der Extremaberechnen:

Die x-Koordinaten der Extrema sind nun schon bekannt, aber wir miissen
noch die y-Koordinaten berechnen, um die Extrempunkte zu berechnen.

Dazu setzen wir die x-Koordinaten der Extrema in die gegebene Funktion ein,
d.h. in die Funktion: f(x) = x* —=3x +5:

x=-1 | Maximum: | f~1)=(=1)* =3.(-1)+5=7
x=+1 | Minimum | f(+1)=1°-3.1+5=3

Ergebnis:

Die Funktion f(x) = x* = 3x +5 hat folg ende zwei Extrama :
Lokales Maximum : (—1/7)

Lokales Minimum : (1/3)

Die Funktion hat keinen Sattelpunkt.

Graph der Funktion:
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Losung zu 2j

Gegeben:| r(x)=2x—6x" +6x

Gesucht :| rokale Extrema, Sattelpunkte

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:
Wir bilden die 1. und 2.Ableitung der gegebenen Funktion :

f(x)=2x"—6x" +6x
f'(x):6x2 —12x+6
f"(x)=12x—-12

Wir setzen die erste Ableitung gleich Null. Es entsteht eine quadratische Gleichung.
Diese l6sen wir mit der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen :

6x° —12x+6=0

B —b+b’ —4ac _ _(_12)i\/(_12)2_4'6'6 _ 12 .y

X = = =
12 2a 2.6 12

Es ergibt sich als mégliche Stellen fiir ein lokales Extremum oder Sattelpunkt : x =1

2.Ableitung an den Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

Wir setzen x = 1 in die 2.Ableitung ein, um zwischen Minimum, Maximum und

Sattelpunkt zu unterscheiden. Die zweite Ableitung lautete : f "(X ) =12x-12

a
f"(1)=12.1-12=0 = Weil die 2.Ableitung an der Nullistelle der 1.Ableitung

(hier : x=1) gleich Nullist, versagt der Test, der die
2.Ableitung benutzt. Wir miissen daher eine
Tabelle erstellen.



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Unklare Stelle x=1untersuchen:

Fiir die Stelle x=1 kann (mit Hilfe der 2. Ableitung) keine Aussage dariiber gemacht werden,
ob es sich um ein Extremum oder um einen Terassenpunkt handelt.
Wir miissen daher die 1.Ableitung untersuchen und eine Tabelle anlegen:

) ¢ Gewaéhlt | 1.Ableitung | Funktion
—oo bis 1

1 - Null horizontal |< zu untersuchende Stelle
1 bis «©

Wie gesagt ist es unklar, ob bei x = I ein Extremum oder ein Sattelpunkt vorliegt.

Wir miissen daher in den Intervallen (—oo,]) und (],oo) die Steigung bestimmen,

d.h. wir miissen aus jedem Intervall eine Stelle wéihlen (wir wdihlen x =0 bzw. x =2)
und dort die 1.Ableitung untersuchen :

Erste Ableitung : Erste Ableitung bei x =0 : Erste Ableitung bei x =2 :
f'(x)=6x"-12x+6 | f'(0)=6-0"-12-0+6=6 | f'(2)=6-2°-12-2+6= 6

In beiden Intervallen ist die Steigung positiv, d.h. der Graph steigt.
Wir konnen nun die Tabelle ergdnzen :

Jetzt konnen wir bestimmen, ob an der Stelle x = 1 ein Extrema oder ein

X Gewadhlt | 1.Ableitung | Funktion
—oo bis 1 0 positiv steigt

1 -—— Null horizontal |< zu untersuchende Stelle
1 bis « 2 positiv steigt

Sattelpunkt vorliegt. Da der Graph an der Stelle x = I horizontal verlduft, und sowohl
vor als auch nach der Stelle x = 1 steigt, kann es sich nur um einen Sattelpunkt handeln :

) ¢ Gewéhlt | 1.Ableitung | Funktion
—oo bis 1 0 positiv steigt

1 - Null horizontal |< Sattelpunkt
1 bis « 2 positiv steigt



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

y-Werte der Extremaberechnen:

Die x-Koordinaten der Extrema sind nun schon bekannt, aber wir miissen
noch die y-Koordinaten berechnen, um die Extrempunkte zu berechnen.
Dazu setzen wir die x-Koordinaten der Extrema in die gegebene Funktion ein,

d.h. in die Funktion: f(x) = 2x* —6x? +6x

f1)=2.-1°-6.12+6.1=2

Ergebnis:

Die Funktion f(x) = 2x° —6x? +6x hat den Sattelpunkt (1/2) aber keine Extrama :

Graph der Funktion:




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Losung zu 2k

Gegeben:| r(x)=x"+5x' + 5 -1

Gesucht:| Lokaie Extrema, Sattelpunkte

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:
Wir bilden die 1. und 2.Ableitung der gegebenen Funktion :

i (x):x5 +5x7 +5x7 -1 i
S (x) = 5x" +20x + 15x7
' f"(x)=20x" +60x" +30x |
II;V_I; tv;t_z_er_z_a;i;_e;;t_e_jil;l_e;t;u_ag gleich Null. Es entsteht eine Gleichung 4.Grades, die

wir durch ausklammern von x° auf zwei quadratische Gleichungen zuriickfiihren.

Diese l6sen wir durch Wurzelziehen bzw. mit der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen :

T T Tt T Tt TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT T 1

U 5x® +20x° +15x° =0 ‘ x’ ausklammern
|

x2(5x2+20x+15)=0 =x, =0

Jjetzt die Klammer mit Null gleichsetzen

5x7 +20x+15=0 | Lésungsformel fiir quadratische Gleichungen benutzen
. _ —btb —dac  -20+~20°-4-5-15 -20+10
. 2a 2.5 10

| Es ergeben sich drei Stellen als mogliche lokale Extrema
i_bzw. als mogliche Sattelpunkte : 0, —1 und —3

2.Ableitung untersuchen:

Wir setzen die Nullstellen der 1.Ableitung (x =0, x =—1, x =—3) in die 2.Ableitung ein,
um zwischen Minimum, Maximum und Sattelpunkt zu unterscheiden.
Die zweite Ableitung lautete: f "(X) = 20x° +60x? + 30x

Keine Aussage moglich:
f"(0)=20-0°+60-0°+30-0=0 = x = 0 kann Extremum oder
Terassenpunkt sein

f"(—1)=20-13+60-12+30-1=110>0 =  {x=-1istein Minimum



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Unklare Stelle x=0untersuchen:

Fiir die Stelle x=0 kann mit Hilfe der 2.Ableitung keine Aussage dariiber gemacht werden, ob es sich
um ein Extremum oder um einen Sattelpunkt handelt. Wir miissen daher eine Tabelle anlegen:

X Gewahlt | 1.Ableitung | Funktion
—oo bis -3 -—— positiv steigt
-3 -—— Null horizontal |< Maximum
-3 bis -1 —-—= negativ fallt
-1 -—— Null horizontal |<= Minimum
-1bis 0 -—= positiv steigt
0 -—— Null horizontal |< zu untersuchende Stelle
0 bis «© ? ? ?

Wir miissen nun eine Stelle im Intervall (0,00) wdhlen (wir wdhlen x = 1)
und berechnen die erste Ableitung (und somit die Steigung ) an dieser Stelle :

Erste Ableitung :
Erste Ableitung an der Stelle x = 1 :

f’(x):5x4 +20x° + 15x°
f'(N=51+20-1+15-1° =40

Wir kénnen nun die letzte Zeile der Tabelle erginzen:

X Gewahlt | 1.Ableitung | Funktion

—oo bis -3 -—— positiv steigt

-3 -——— Null horizontal |<= Maximum
-3 bis -1 -—- negativ fallt

-1 -—— Null horizontal |<= Minimum

—-1bis 0 -—— positiv steigt

0 - Null horizontal |< zu untersuchende Stelle
0 bis « 1 positiv steigt

SchlieBlich kénnen wir nun bestimmen, ob an der Stelle x=0 ein Extrema oder ein
Sattelpunkt vorliegt. Da der Graph an der Stelle x=0 horizontal verlduft, und sowohl
vor als auch nach der Stelle x=0 steigt, kann es sich nur um einen Sattelpunkt handeln:

X Gewahlt | 1.Ableitung | Funktion

—oo bis -3 -—— positiv steigt

-3 - Null horizontal |<= Maximum
-3 bis -1 —-—= negativ fallt

-1 -—— Null horizontal |<= Minimum

—-1bis 0 -—— positiv steigt

0 -—— Null horizontal < Sattelpunkt
0 bis «© 1 positiv steigt




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

y-Werte der Extrema und des Sattelpunkt berechnen:

Die x-Koordinaten der Extrema und des Sattelpunktes sind nun schon bekannt, aber wir miissen
noch die y-Koordinaten berechnen, um die Extrempunkte und Sattelpunkt zu berechnen.
Dazu setzen wir die x-Koordinaten der Extrema/Sattelpunkte in die gegebene Funktion

f(x)=x"+5x" +5x7 -1 ein:

Sattelpunkt : | x =10 f(O):05+5-04+5~03—1=—]
Minimum : x==1|r(=1)=(-1) +5-(-1)' +5.(_1)3 ] =-2
Maximum : x==317(-3)= (_3)5 +5-(= )4 +5.(_3)3 1 =126
Ergebnis:
Sattelpunkt : (0/~1)

Lokales Minimum :  (—1/-2)
Lokales Maximum : (-3/26)

Graph der Funktion:
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Losung zu 2L

Gegeben:| r(x)=x(4-x)

Gesucht:| Lokaie Extrema, Sattelpunkte

1.Ableitung berechnen:
Wir bilden die 1. Ableitung der gegebenen Funktion :

| Die gegebene Funktion lautet :
|

f(x)=x(4-x)
Um die Ableitung dieser Funktion zu bilden, benutzen wir die
Produktregel f '(uv) =u-v'+u'-v und erhalten :

£r() = xS (4= ) |+ [ (4 )

Die Ableitung von x ist 1 (Potenzregel : I1x" =1-1=1)

f'(x):x-%[(4-x)3}+1-(4-x)3

Vereinf achen : Die " 1" kann fortgelassen werden :

£y = (4=x) [ (4=)

X
Nun miissen wir nur noch die Ableitung von (4 - x)3 bilden.
Dazu benutzen wir die Kettenregel : f'(x)=u'(v(x))-v'(x)
fl(x)=x-3(4=x) (=) +(4-x)
Vereinf achen :
f(x)==3x(4-x) +(4-x)
f(x)=-3x(4-x) +(4-x)
Jetzt miissen wir (4 —x)° ausklammern :
f(x)=(4-x) (<3x+(4-x))
S'(x)=(4=x)" (4-4x)

Dies ist 1.Ableitung der gegebenen Funktion.



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

2.Ableitung berechnen:

Wir miissen nun die 2. Ableitung der gegebenen Funktion :

1
| Die erste Ableitung lautete :

S1(x)=(4-x)" (4~ 42)
Um die Ableitung dieser Funktion, d.h. die 2.Ableitung, zu bilden,

benutzen wir die Produktregel f '(uv) =u-v'tu'-v:

" _ _ 2 i _ i _ 2 . _
£ = () (4 )] (4 ) | (4 40)
Die Ableitung von (4 — 4x) ist —4 (ergibt sich aus Summen und Potenzregel ) :
d

£ = (= x) ()4 (4 ) ] (4=

dx

Nun miissen wir nur noch die Ableitung von (4 - x)2 bilden.

Dazu benutzen wir die Kettenregel : f'(x)=u'(v(x))-v'(x)
f(x)=—4(4-x) = 2(4-x)(4—4x)
Vereinf achen :
f(x)= —4(4-x) - 2(4-x)-(4-4x)
Wir klammern —2(4 — x) aus :
fr(x)= 2(4-x)[2(4-x) + (4-4x)]
Vereinf achen :
fr(x)= 2(4-x)-[8-2x + 4—4x]
£7(x)= —2(4-x)-(12-6x)

I_Dies ist 2.Ableitung der gegebenen Funktion.



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

Nun miissen wir die Nullstellen der 1.Ableitung berechnen :

| Die 1.Ableiung lautet: i

(%)= (4-x) (4~ 4x)
Wir setzen die 1.Ableitung gleich Null:
(4—x) (4-4x)=0

Die Losungen dieser Gleichung (4 bzw. 1) kann man unmittelbar
ablesen, wenn man sich an folgenden Lehrsatz erinnert:
Ein Produkt ist gleich Null, wenn einer der Faktoren gleich Null ist.

Ergebnis :
i Die Nullstellen der 1.Ableitung lauten : I und 4.

e e 1

2.Ableitung untersuchen:

Nun miissen wir berechnen, welchen Wert die 2.Ableitung

an den Nullstellen der 1.Ableitung hat :

I -

i Die 2.Ableitung lautete :
f”(x) = —2(4 —x)-(12—6x)
Wir berechnen nun welchen Wert diese 2.Ableitung an den
Nullstellen der 1.Ableitung hat, also an den Stellen x =1und x =4 :
f"(1) = —2(4—1)-(12 -6 1) =-36<0 = x =1 ist ein Maximum

f”(4) = _2(4 _4).(]2—6 . 4) =0 = Fiir x = 4 ist keine Aussage moglich,
denn bei x = 4 ist die 2.Ableitung gleich Null.

Ergebnis :
Fiir x = 1 liegt ein Maximum vor, das Verhalten an der Stelle x = 4 ist unklar
und muf3 weiter untersucht werden (Tabelle der 1.Ableitung anlegen )



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Unklare Stelle x=4 untersuchen:

Fiir die Stelle x = 4 kann mit Hilfe der 2.Ableitung keine Aussage dariiber gemacht werden,
ob es sich um ein Extremum oder um einen Sattelpunkt handelt. Wir miissen daher eine Tabelle anlegen.

Wir wissen bereits, dass x = 1 ein Maximum ist. Daher kennen wir das Verhalten des Graphen

vor und nach der Stelle x =1 :

X Gewahlt | 1.Ableitung Graph
—o bis1| —--—- positiv steigt
1 -—— Null horizontal |<= Maximum
1bis 4 -——— negativ fallt
4 - Null horizontal |< zu untersuchende Stelle
4 bis «© ? ? ?

Wir miissen nun eine Stelle im Intervall (4,00) wéihlen (wir wihlen x = 5)

und berechnen die erste Ableitung (und somit die Steigung ) an dieser Stelle :

Erste Ableitung : f'(x) = (4 - x)2 (4 - 4x)
Erste Ableitung an der Stelle x = 5 : f,(5) - (4 _ 5)2 (4 —4. 5) - —16
Wir kdnnen nun die letzte Zeile der Tabelle ergénzen:
X Gewahlt | 1.Ableitung Graph
—o bis1| —--- positiv steigt
1 - Null horizontal |< Maximum
1bis 4 -—— negativ fallt
4 -—— Null horizontal |< zu untersuchende Stelle
4 bis 5 negativ fallt

Jetzt konnen wir erkennen, ob an der Stelle x = 4 ein Extremum oder ein
Sattelpunkt vorliegt. Da der Graph an der Stelle x = 4 horizontal verlduft, und sowohl!
vor als auch nach der Stelle x = 4 fillt, kann es sich nur um einen Sattelpunkt handeln :

X Gewahlt | 1.Ableitung Graph
—o bis1| —-—- positiv steigt
1 -—— Null horizontal |<= Maximum
1bis 4 -—— negativ fallt
4 -——— Null horizontal |< Sattelpunkt
4 bis «© 5 negativ fallt



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

y-Werte der Extrema und des Sattelpunkt berechnen:

Die x-Koordinaten des Maximus und des Sattelpunktes sind nun schon bekannt, aber wir miissen
noch die y-Koordinaten berechnen, um den Extrempunkt und den Sattelpunkt zu berechnen.
Dazu setzen wir die x-Koordinaten des Extremums/Sattelpunktes in die gegebene Funktion

x(4- x)3 ein:

f(x)
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Ergebnis:

(1/27)
(4/0)

Lokales Maximum :

Sattelpunkt :

Graph der Funktion:




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Losung zu 2m

Gegeben:| rix)=4(x-1) +(x-1)

Gesucht:| Lokaie Extrema, Sattelpunkte

1.Ableitung berechnen:
Wir bilden die 1. Ableitung der gegebenen Funktion :

r—--- T T T T T T, T T TTTTT T TTT T TTTT T T TTTTTTTTTT T TTTTTTTTTTT T T T =
| Die gegebene Funktion lautet :
|

f(x)=4(x—1)3 +(x—])4

Um die Ableitung dieser Funktion zu bilden, benutzen wir die Summenregel:

f'(x):%[4(;;-1)3}%[(;;-1)4]

Fiir die Potenzen benutzen wir jeweils die Kettenregel f *(x)=u" (V (x )) v'(x):

£ =[3-a(x=1) 1|+ 4(x-1) "1 ]
Jetzt klammern wir (x -1 )Z aus :
f1(x)=(x=1) -(12+4(x-1))
Rechte Klammer vereinf achen, indem wir die innere Klammer ausmultiplizieren :

f’(x) :(x—l)2 -(4x+8)

Dies ist 1.Ableitung der gegebenen Funktion.



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

2.Ableitung berechnen:

Wir miissen nun die 2. Ableitung der gegebenen Funktion :

T Tttt 1
| Die erste Ableitung lautete :

f’(x) = (x—1)2 -(4x+ 8)
Um die Ableitung dieser Funktion, d.h. die 2.Ableitung, zu bilden,

benutzen wir die Produktregel f '(uv) =u-v'tu'-v:

P = (1) (e 8) ]+ (1) (424 8)

Die Ableitung von (4x+ 8) ist 4 (ergibt sich aus Summen und Potenzregel ) :

£(x) =(x—1)2 .4+i[(x—])2](4x+8)

dx

Nun miissen wir nur noch die Ableitung von (x - 1)2 bilden.

Dazu benutzen wir die Kettenregel : f'(x)=u'(v(x))-v'(x)
fr(x)=(x—1) -4+2(x—1)-(4x+8)

Ausklammern von (x— 1) ergibt :
fr(x)=(x=1)-[4(x=1)+2(4x+8)]

Vereinf achen :
f(x)=(x=1)-(12x+12)
£(x)=(x=1)-(x+1)-12

3.Binomishe Formel anwenden :
fr(x)=(x"=1)-12
fr(x)=12x"-12

I_Dies ist 2.Ableitung der gegebenen Funktion.



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

Nun miissen wir die Nullstellen der 1.Ableitung berechnen :

| Die 1.Ableitung lautet : i

f’(x) =(x—1)2 -(4x+8)
Wir setzen die 1.Ableitung gleich Null:
(x—1) -(4x+8)=0

ablesen, wenn man sich an folgenden Lehrsatz erinnert:
Ein Produkt ist gleich Null, wenn einer der Faktoren gleich Null ist.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
i
|
i Die Losungen dieser Gleichung (1 bzw. —2) kann man unmittelbar
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Ergebnis :
 Die Nullstellen der 1. Ableitung lauten : Tund =2. |

2.Ableitung untersuchen:
Nun miissen wir berechnen, welchen Wert die 2.Ableitung
an den Nullstellen der 1.Ableitung hat :
| Die 2. Ableitung lautete: |

f(x)= 12x° =12
Wir berechnen nun welchen Wert diese 2.Ableitung an den
Nullstellen der 1.Ableitung hat, also an den Stellen x =1und x = -2 :
f”(_z)zlg.(_z)z —12=36>0 = x = -2 ist ein Minimum

f”(1) =12-17-12=0 = Fiir x = 1 ist keine Aussage méglich,
denn bei x = 1 ist die 2.Ableitung gleich Null.

Ergebnis :
Fiir x = =2 liegt ein Minimum vor, das Verhalten an der Stelle x = 1 ist unklar
und mufy weiter untersucht werden (Tabelle der 1.Ableitung anlegen )



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Unklare Stelle x=1untersuchen:

Fiir die Stelle x = 1 kann mit Hilfe der 2.Ableitung keine Aussage dariiber gemacht werden,

ob es sich um ein Extremum oder um einen Sattelpunkt handelt. Wir miissen daher eine Tabelle anlegen.
Wir wissen bereits, dass x = —2 ein Minimum ist. Daher kennen wir das Verhalten des Graphen

vor und nach der Stelle x = -2 :

X Gewahlt | 1.Ableitung | Funktion
- bis -2 | —--- negativ fallt
-2 -—— Null horizontal
—2bis1 -—— positiv steigt
1 -_—— Null horizontal
1bis «© ? ? ?

<= Minimum

< Zu untersuchende Stelle

Wir miissen nun eine Stelle im Intervall (1,00) wihlen. Wir wéhlen x = 2.

Dann berechnen wir die erste Ableitung (die Steigung ) an dieser Stelle :

Erste Ableitung :

Erste Ableitung an der Stelle x = 5 :

~

=
<

N—
[l

Wir kénnen nun die letzte Zeile der Tabelle ergiinzen :

X Gewabhlt | 1.Ableitung | Funktion
- bis -2 -—— negativ fallt
-2 -——— Null horizontal
—2bis1 -—— positiv steigt
1 -——— Null horizontal
1bis 2 positiv steigt

(x—])z -(4x+8)
f'(2)=(2-1) -(4-2+8)=16

<= Minimum

< Zu untersuchende Stelle

Jetzt konnen wir erkennen, ob an der Stelle x = 1 ein Extremum oder ein
Sattelpunkt vorliegt. Da der Graph an der Stelle x = I horizontal verlduft, und sowohl
vor als auch nach der Stelle x = I steigt, kann es sich nur um einen Sattelpunkt handeln :

X Gewahlt | 1.Ableitung | Funktion
- bis -2 | -—--- negativ fallt
-2 -—— Null horizontal
-2 bis1 -—— positiv steigt
1 -—- Null horizontal
1bis «© 2 positiv steigt

<= Minimum

< Sattelpunkt



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

y-Werte der Extrema und des Sattelpunkt berechnen:

Die x-Koordinaten des Minimums und des Sattelpunktes sind nun schon bekannt, aber wir miissen

noch die y-Koordinaten berechnen, um den Extrempunkt und den Sattelpunkt zu ermitteln.

Dazu setzen wir die x-Koordinaten des Extremums bzw. des Sattelpunktes in die gegebene Funktion
f(x)=4(x—])3 +(x—])4 ein:

Minimum : | x=-2| f(=2)=4(=2-1) +(-2-1)" =-27
Sattelpunkt : | x =1 f(1):4(1—1)3+(1—1)4:0

Ergebnis:
Lokales Minimum : (-2/-27)
Sattelpunkt : (1/0)

Graph der Funktion:

30 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
27 - .
24 |
21 - .
18 - f
15 - f
12 ¢ f




